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INTRODUCCION

La entrada de los alumnos en el trabajo algebraico es una
preocupacién de los profesores de matematica de las escuelas
medias y de las investigaciones didacticas desde hace muchos
anos. No son pocos los ensayos que se han hecho al respecto
intentando que los estudiantes se involucren en diferentes
tipos de actividades que van desde la resolucion de ecuaciones,
pasando por la posibilidad de generalizar propiedades, mani-
pular expresiones algebraicas, etc. Es claro que algunos de esos
intentos resultaron entusiastas, pero muchos otros se perciben
en términos de frustraciones, tanto para los alumnos como para
los profesores.

El trabajo con las ecuaciones en la escuela secundaria resulta,
sin dudas, un problema para la ensenanza. Hay diferentes inves-
tigaciones que identifican numerosas cuestiones por las cuales
resulta complejo su abordaje: el uso de las letras, el asunto de las
incognitas, el tema de la cantidad de soluciones, las técnicas que
involucra, etc.; en particular cuando se introducen estas ideas a
alumnos que, en general, provienen de un trabajo apoyado fuer-
temente en la aritmética, como no podria ser de otra manera en
la escuela primaria.

Todas estas dificultades nos han llevado a decidir la elabo-
racion de este material. Tenemos la intencion de que aporte al
debate abierto sobre los problemas de ensefianza que involucran
el trabajo con las ecuaciones en las escuelas secundarias.

En la mayoria de los disefios curriculares de las diferentes
jurisdicciones, de una u otra manera, se hace referencia al trabajo
con ecuaciones. En algunos casos en el terreno funcional, en
otros casos dentro del campo numérico, en ciertas jurisdicciones
en términos exclusivamente algebraicos e incluso asociado a un
cambio de“lenguaje”. Mas alla de las diferencias que existen entre
unos y otros, en todos los casos se hace referencia a que el trabajo
matematico debe estar asociado a la resolucién de problemas
—matematicos o extramatematicos- y a su vez se pone el acento




en los procesos de modelizacién. Creemos que estas perspectivas
provocan, al menos, ciertas tensiones al momento de pensar en
torno de su ensefianza: jconviene encarar las ecuaciones desde
las funciones? ;Y la resolucién de esas ecuaciones, es decir, la
técnica, se trabaja junto con las funciones? ;Conviene tratar con
los diferentes modelos matematicos -lineal, cuadratico, expo-
nencial, etc.— y alli adentro meterse con las ecuaciones? ;Cémo
seria un problema que abone a la elaboracién de una técnica de
resolucion de una ecuacion? ;Qué lugar podria ocupar el uso de
recursos tecnolégicos, como ser el programa GeoGebra? Estos
son algunos de los interrogantes que entendemos promueven
tales tensiones, que no resultan ser de facil tratamiento.

Este material propone un recorrido que trata sobre diferentes
cuestiones que entendemos colaboran en la necesaria reflexion
sobre la ensefanza de las ecuaciones en la escuela secundaria.
Seinicia con el capitulo |, que remite a diferentes aspectos vincu-
lados al desarrollo histérico de este objeto. Comienza por poner
en evidencia la complejidad que ha adquirido el asunto de las
escrituras asi como sus transformaciones, pasando por el uso de
palabras, abreviaturas, dibujos, simbolos, etc. Incluso destaca los
desafios que implicaron los procesos de resolucién, asociados
precisamente a las dificultades que presentaban las expresiones
que se utilizaban asi como las relaciones entre los problemas que
se pretendia resolver y las técnicas que se fueron desarrollando.
Estas cuestiones nos permiten, al menos, interrogarnos sobre
la complejidad que ha resultado intentar dar cuenta, mediante
escrituras, de ciertas relaciones matemadticas, aspecto que nos
demanda algunas reflexiones a la hora de pensar la ensefianza.

El capitulo 2 se ocupa de destacar algunos asuntos que resul-
tan problematicos al momento de invitar a los alumnos al trabajo
en torno de las ecuaciones. Alli se pone en evidencia la compleji-
dad del pasaje del trabajo aritmético al trabajo algebraico, inter-
pretando las continuidades y las rupturas que conlleva, tanto en
relacion con aquellos aspectos asociados al contexto como a la
supuesta naturalidad de las técnicas. Por otro lado, advierte sobre
ciertos asuntos que, si bien pueden relacionarse con los procedi-
mientos, implican cuestiones enmarcadas en las escrituras y que
demandan desnaturalizaciones necesarias para su tratamiento.
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En esta misma direccidn se senala el asunto del sentido que van
adquiriendo los simbolos como uno de los aspectos a considerar
al momento de disefar propuestas de ensefianza. Es la relacion
entre lo conocido y lo nuevo lo que esta en juego.

El capitulo 3 vuelve sobre aspectos que se presentan en el
capitulo 2, pero atendiendo especificamente a las relaciones que
se podrian establecer entre algunas practicas de la escuela pri-
maria y ciertas practicas que se pretende desplegar en la escuela
secundaria. En este sentido, se centra la atencién en dos objetos
de ensenanza: las operaciones y las nociones de multiplos y divi-
sores. Tanto uno como otro son conocimientos que habilitarian,
bajo ciertas condiciones, volver sobre relaciones matematicas
que han sido objeto de trabajo en el nivel primario y permitirian
“subir la apuesta” hacia un tratamiento algebraico, no pensando
en las escrituras, sino mas bien en términos de practicas que
alojan la idea de transformar un calculo en otro equivalente, asi
como leer informacién que porta un calculo, mas alla del resulta-
do. Pensamos en este tipo de trabajo como uno de los puentes
posibles entre ambos niveles de la escolaridad.

El capitulo 4 involucra el andlisis de algunas propuestas de
ensefanza que ponen el acento en la relacion entre el sentido
que adquieren o podrian adquirir las ecuaciones y ciertas técni-
cas de resolucion. Se busca en este caso poner en el centro las
relaciones entre problemas y técnicas, destacando algunas pro-
puestas que consideran aquellos problemas de la ensefanza que
han sido desarrollados en capitulos previos y sientan las bases
para elaborar propuestas de ensefianza que intentan caracterizar
diferentes tipos de ecuaciones asi como las relaciones internas
que se juegan en cada una de ellas. En esta misma direccion, se
trata de asociar las técnicas de resolucién con la idea de solucion
de una ecuacion y estas cuestiones con las propiedades de las
operaciones y las transformaciones que admiten.

El capitulo 5 incorpora un aspecto del trabajo en torno de las
ecuaciones que implica el uso de recursos tecnolégicos. En par-
ticular, se propone abordar algunas cuestiones del tratamiento
de las ecuaciones mediante una hoja de cdlculo del programa
GeoGebra, asi como de los graficos que posibilita este mismo
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programa. Escribir una formula en una planilla de célculo impli-
ca, entre otros desafios, dar cuenta de la variabilidad. La nocion
misma de variable esta latente y la relaciéon entre resultados y
valores de la variable se pone en funcionamiento. Sostenemos
que el juego entre férmula, ecuacion y resultado colabora en el
trabajo, pero, a su vez, el uso de los graficos asociados a ciertas
ecuaciones abre un panorama que permitiria un trabajo mas rico
al posibilitar tratar un mismo objeto desde diferentes marcos’
y tenerlos todos disponibles en simultdaneo en la pantalla de la
computadora o del celular.

Esperamos que este material pueda constituirse en insumo
de debates entre colegas, generar nuevas preguntas y reflexiones
sobre la enseflanza de las ecuaciones e invite a los profesores a
explorar, ensayar e indagar sobre diferentes recursos, sentidos y
practicas que intentamos compartir a través de este texto.

1. Douady, R. (1986) considera un marco -exponemos una version muy simplificada- a una cierta
“zona" de la matematica (algebra, geometria, etc.) de la que forman parte ciertos objetos, sus relacio-
nes, representaciones -incluso las mentales-. El cambio de marcos permitiria un nuevo tratamiento
de los problemas y dificultades que emergen asi como la elaboraciéon de nuevas técnicas que no
resultan habilitadas por una primera aproximacion.
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CAPITULO |

BREVE PASEO
POR LA HISTORIA






ECUACIONES Y ESCRITURAS

La palabra ecuacién suele remitirnos a la idea de escrituras
con letras, numeros, simbolos de operaciones y el signo igual. El
vinculo entre este objeto matematico y las escrituras que inten-
tan representarlo es, para nosotros, fundacional. Sin embargo,
esta relacion no ha sido siempre igual, y si bien la historia del
algebray las ecuaciones puede remontarse incluso a varios siglos
antes de Cristo, no ha sido sino hasta los siglos xvi-xvii que se hizo
mas profunda y comenzé a estandarizarse.

Veamos de qué manera el matemadtico italiano Rafaele
Bombelli simbolizaba y transformaba ciertas expresiones alge-
braicas para resolver una ecuacién en el ano 1572 (Cajori, 1993,
pp. 117y 125-126)2

Rafaele Bombelli:
Notacion de Bombelli Notacion moderna
1. 44+VU-0z=2z

4p-Rq.L 14.m. ;C-;.J Egualei

Pero lejos de tratarse de notaciones compartidas, otros
matematicos de la misma época utilizaban modos diferentes de
escribir las ecuaciones y sus resoluciones. Presentamos algunos
ejemplos a continuacién.

Girolamo Cardano (1539):

Notacion de Cardano Notacion moderna
1. quad. p. 2. pos. aeq. 48. 242r=48

r. p™ p. 6. cub. 80. %4622 =80

rmp™ 7. quad. p. 4. T8="Tz2 44

7. pos. . 3. qua. aequal. 122. 7243y =122

2. En este libro es posible encontrar numerosas escrituras diversas; aqui solo hemos seleccionado
algunas, con el solo fin de asomarnos a esta diversidad.
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Francesco Ghaligai (1552):

Notacion de Ghaligai Notacion moderna
{0Dd0OmdoO—10 ' —j2=22
{0d0—1;di O zt=1}s?
{i0————1}1 =14
{t00hm4epD———40 ot —4r* =471

Numerosos matematicos han utilizado notaciones diversas,
muchas de las cuales no prosperaron mas alld de sus propias
obras3 En general, cada uno retomaba algunos simbolos que
habian utilizado otros matematicos que gozaban de su aprecio,
y proponian nuevos con el afdn de marcar cierta tendencia entre
sus colegas. Sin embargo, esto solo sucedia si se tenia cierta repu-
taciéon dentro de la comunidad matematica.

Un ejemplo interesante de este proceso corresponde a la
historia del signo igual. Una version de este simbolo, similar a la
que conocemos hoy en dia, fue propuesta por primera vez por
el matematico galés Robert Recorde en 1557.* En su obra The
Whetstone of Witte, declara:

“Para evitar la tediosa repeticion de las palabras: ‘es igual a,
pondré, como hago a menudo en el curso de mi trabajo, un par
de paralelas o rectas gemelas de la misma longitud, asi: ——,
porque no hay dos cosas que puedan ser mas iguales”.

Pero no es sino hasta el siglo xvi, después de que matema-
ticos como Gottfried Leibniz e Isaac Newton -mas reconocidos
que Recorde- adoptan y difunden este simbolo, que se instala en
la comunidad matematica de manera estable.

3. Incluso es posible encontrar variaciones para un mismo simbolo en un mismo autor y dentro de
una misma obra, lo cual nos da una idea de la inestabilidad y la ausencia de estandarizacion.

4. En el articulo “Robert Recorde: el creador del signo igual” publicado en la revista Suma N° 57
(2008), se puede encontrar una interesante reconstruccion de esta historia. Disponible en: https://
revistasuma.es/IMG/pdf/57/089-095.pdf
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La progresiva utilizacion de abreviaturas de palabras y la
introduccion de simbolos especificos tuvo, como en los casos
que hemos analizado, la funcion de acortar las escrituras, simplifi-
carlas, evitar repeticiones tediosas. Sin embargo, hubo asimismo
una intencién mas profunda, vinculada a la idea de generalidad:

“En Francia, finalizado el siglo xv, Francois Viéte (1540-1603)
introdujo (...) la utilizacién de letras para expresar en forma
general los datos de un cierto problema, ademas de la desig-
nacion de la incégnita con un simbolo, que ya era usual en esa
época (elige vocales para las incégnitas y consonantes para los
datos genéricos). El plan de Viete, amante de los clésicos griegos,
consistia en copiar de la geometria el tratamiento de lo general,
con el uso de letras para designar ‘un nimero cualquiera; asf
como Euclides usaba letras en la demostraciéon de un teorema
para hablar de ‘un tridngulo cualquiera” (Sessa, 2005).

ECUACIONES Y PROBLEMAS

Hoy en dia, nos resulta dificil imaginar las ecuaciones si no es
a través de sus escrituras, y los modos de resolverlas mediante
procedimientos que van transformando una expresién en otra
equivalente. Pero como hemos dicho en parrafos anteriores, la
historia de las ecuaciones es de larga data, y cabe entonces pre-
guntarnos como hacian los matematicos de otras épocas para
trabajar en el dominio de las ecuaciones sin contar con “nuestras”
escrituras algebraicas.

El hecho de no disponer de escrituras como las actuales no
significa que no hubieran desarrollado procedimientos mas o
menos sistematicos para resolver problemas de un cierto tipo. Si
nos remontamos a los primeros problemas “de ecuaciones” que
se han recogido en la cultura babilénica, hallamos situaciones
que involucran ecuaciones lineales y cuadraticas. Para los pro-
blemas lineales, uno de los métodos que utilizaban se denomina
“de la falsa posicion”. Consiste en postular un valor para la incég-
nita, reemplazarlo en la serie de calculos y comparar el resultado
obtenido con el que debia obtenerse. Este modo de proceder nos
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recuerda a aquel que muchos de nosotros —incluidos los alum-
nos- ponemos en juego cuando le damos un valor a la x —a veces
estimando, otras veces al azar- y luego lo ajustamos a partir de
su evaluacion en la ecuacién.

En el caso de las situaciones cuadrdticas, los escritos que se
han encontrado refieren en todos los casos a problemas geomé-
tricos de areas y longitudes. En el siguiente ejemplo se muestra
de qué manera enunciaban y dejaban registro de la resolucién
del problema.?

“He sumado el cuadrado y mi lado obteniendo 34. Pondras 1,
la unidad. Fraccionaras la mitad de 1, 2. Multiplicaras %2 por V5, Va.
Agregaras Y a %, 1. Sacards su raiz cuadrada, 1. Restaras el ¥2 que
has multiplicado de 1, 4. Ese es el lado del cuadrado”®

Los babilonios escribian el proceso de resolucidon de estos
problemas de manera coloquial, y desde nuestros conocimien-
tos actuales podriamos realizar una interpretacion en el marco
geométrico, utilizando esquemas que representen las figuras de
referencia y las sucesivas acciones de fraccionar, poner, quitar,
sumar y restar. Esto nos lleva a considerar el siguiente dibujo, que
podria representar el procedimiento para “completar cuadrados”
que conocemos Yy utilizamos hoy en dia, mas vinculado a escritu-
ras algebraicas.

x 172 X n

12 102

5. Los babilonios utilizaban un sistema de numeracion de base sesenta (del que heredamos nuestro
sistema sexagesimal para medir el tiempo y los dngulos). Este hecho, sumado al tipo de lenguaje
propio de esa cultura en esa época, hace que los textos de los problemas y sus procedimientos de
resolucion resulten un tanto “oscuros”. En este libro hemos decidido presentar directamente las inter-
pretaciones de dichos problemas en lenguaje moderno, usando el sistema decimal.

6. Un analisis detallado de este ejemplo se encuentra en Sessa (2005).
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Una marca en la historia del algebra que los historiadores
reconocen como punto de inflexién ha sido la obra del matema-
tico griego Diofanto, en el siglo 1 d.C. En principio, se le atribuye
un avance importante en relaciéon con las notaciones: el uso de
la letra griega & —siempre la misma- para designar una cantidad
desconocida, que llamé arithmo (nimero). Pero este avance no es
solamente una cuestién notacional. La verdadera revolucién que
provoca Diofanto tiene que ver con el tratamiento de su arithmo
(aun si no se conoce su valor), en paridad de condiciones con los
numeros. Este movimiento le permite operar con estos objetos
de una manera similar con la que se operaria con nUmeros cono-
cidos (Radford, 1992).

Diofanto plantea los problemas de una manera general, como
un conjunto de problemas de un mismo tipo, por ejemplo:“Hallar
dos numeros conociendo su sumay su producto’, que en lengua-
je algebraico moderno podriamos simbolizar de este modo:

X+y=a
x-y=b

Para su resolucion —que brinda en lenguaje coloquial- se
apoya en ejemplos numéricos. En este problema en particular
propone a =20y b =96.7 Esta manera de tratar los problemas ha
sido interpretada por algunos historiadores como una debilidad
de su obra, como si su Arithmetica fuera solo un compendio de
problemas resueltos sin ningun rastro de generalidad, aspecto
que le estaria “faltando” a sus ideas. Sin embargo, seguimos a
Radford (1997) cuando se opone a este modo de analizar la his-
toria: “Cuando los métodos de Diofanto son mirados desde su
propio marco histérico-epistemoldgico -lo que requiere, por un
lado, reconstruir sus vinculos con el método de la falsa posicion
de los babilonios y los egipcios, y, por otro lado, con los procedi-
mientos geométricos de ‘cortar y pegar’— sus métodos aparecen
como muy sofisticados”.

7. Es posible encontrar un analisis de este problema en Sessa (2005) y en Radford (1996b).
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Nos resulta interesante considerar en este punto la potencia
de esta perspectiva para analizar las producciones de nuestros
alumnos, no en tanto maneras parciales e incompletas de cono-
cer —porque las comparamos con otras formas que consideramos
mas “evolucionadas” (las nuestras o las candnicas)-, sino como
formas genuinas de conocimiento con sentido en si mismas.
Estos modos de conocer estan construidos sobre conocimientos
anteriores que fueron retomados, revisados, transformados, y
sobre los cuales se han elaborado nuevas formas de conocer,
muchas veces mas potentes que las anteriores gracias a los avan-
ces propiciados por la participacién de los alumnos con sus ideas
en la comunidad de estudio del aula.”(...) las matematicas, como
cualquier otra actividad humana, necesita ser relocalizada en sus
diferentes contextos socioculturales. Al hacer esto, comenzamos
a ver los eventos pasados (y también los modernos) de maneras
mas ricas, que nos brindan una comprension mas profunda del
conocimiento matematico” (Radford, 1996a).

LAS ECUACIONES COMO OBJETO MATEMATICO

En este breve recorrido histérico, no podremos incluir a
muchos matematicos que han contribuido al desarrollo del
algebra. Sin embargo, no queremos dejar de mencionar a
Al-Kowarismi® (siglo ix d.C.). Este matematico de origen arabe dio
un paso crucial, siendo su obra Precisiones sobre el cdlculo del al-
jabry al-mugabala® |la primera en presentar las ecuaciones como
objetos en si mismos.

Al-Kowarismi no utiliza ningun tipo de simbolo en su obra, y
aun asi estudia de manera exhaustiva la resolucién de ecuaciones
de segundo grado con coeficientes positivos. Identifica cinco
casos de ecuaciones cuadraticas y una lineal, que son tratadas
como formas canodnicas, y presenta de manera detallada, en
lenguaje coloquial y a través de ejemplos numéricos, las maneras
de resolver cada una de ellas. Asimismo, presenta los modos de
reducir cualquier ecuacion a una de las formas candnicas. Las

8. Su nombre se reconoce como el que dio origen a la palabra “algoritmo”.
9. La palabra al-jabr dio origen a “dlgebra”.
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dos operaciones fundamentales para realizar estas tareas son
al-jabr (completar, agregar) y al-muqgabala (balancear, oponer),
que podemos interpretar tanto desde el marco geométrico
—completar y retirar cuadrados respectivamente— como desde
el marco algebraico —sumar o restar la misma cantidad a ambos
miembros-.

Nos resulta interesante la perspectiva que nos presen-
ta Carmen Sessa (2005) sobre la relacion entre la obra de
Al-Kowarismi y los saberes de la época. Ella destaca dos cues-
tiones: por un lado, que un andlisis profundo de la obra de este
matematico permite hallar las filiaciones de esta nueva produc-
cién con otros conocimientos plenamente reconocidos en la
comunidad matemadtica. Es posible distinguir alli los tratamientos
babilonicos de las ecuaciones y también la tradicion demostrati-
va de la geometria de Euclides, que le aportaba no solo rigurosi-
dad, sino también un caracter necesario.

En segundo lugar, y vinculado con lo anterior, dado que se
trataba de una “presentacion en sociedad” de métodos nuevos,
estos debian estar“avalados” por otros conocimientos socialmen-
te reconocidos. Es por ello que Al-Kowarismi utiliza, al final de
su método, un dibujo de la figura geométrica resultante, luego
de haber realizado la sucesién de pasos que habia detallado en
lenguaje coloquial, a modo de validacion.

Esta relacidn entre conocimientos socialmente reconocidos y
conocimientos nuevos nos permite volver con una nueva mirada
sobre algunos aspectos de la produccién y circulacién de ideas
matematicas en la escuela. Puesto que, al iniciarse en el estudio
de las ecuaciones y ciertos modos de resolverlas, nuestros alum-
nos disponen de muchos conocimientos “socialmente reconoci-
dos” (por la comunidad de esa clase), ;de qué maneras podrian
proponerse desde la ensefanza situaciones que los habiliten
a utilizar dichos conocimientos tanto para producir como para
validar las nuevas ideas?
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CAPITULO I

ALGUNOS PROBLEMAS
DE LA ENSENANZA DE
LAS ECUACIONES






“Habia que encontrar una respuesta’, afirman Delia Lerner y
Patricia Sadovsky (1994) en su ya clasica investigacion acerca del
problema que supone la ensefianza del sistema de numeracion
en los primeros anos de la escolaridad. ;Por qué -se preguntan-,
a pesar de los numerosos esfuerzos por disefar actividades y ela-
borar recursos didacticos que permitan abordar con simplicidad
ciertas ideas, los alumnos siguen mostrando enormes dificulta-
des para acceder a ellas?

El estudio de las ecuaciones al inicio de la escuela secun-
daria podria enmarcarse en este mismo tipo de preocupacion.
Sin importar los esfuerzos que despleguemos como docentes,
incluso los alumnos que parecen dominar ciertas técnicas no
logran comprender las razones que sostienen su funcionamiento.
La mayoria se pregunta por qué ya no pueden resolver como lo
venian haciendo hasta ahora —con cuentas “sueltas’, estimando y
ajustando-, y no advierten la potencia del dlgebra para abordar
los problemas que les proponemos. Muchas veces nos encon-
tramos esgrimiendo razones como “si lo aprendés asi, te va a
resultar mas facil cuando tengas que resolver problemas mas
complicados”, y también “si escribis todos los pasos, puedo ver si
te equivocas en algun lado”. Magras razones desde el punto de
vista de los estudiantes, quienes, lejos de identificar la necesidad
de ciertos objetos y técnicas, los utilizan en gran medida para
complacernos y adaptarse a nuestros pedidos.

LAS ECUACIONES EN LA ESCUELA

La entrada al estudio del algebra ha sido situada histdrica-
mente en el inicio de la escuela secundaria, luego de un largo
recorrido de trabajo aritmético que se propone en la primaria.
Esta decision curricular se ha interpretado como una consecuen-
cia evidente de la “naturaleza” de estas dos zonas de la matema-
tica: la aritmética —se postula— trata de numeros, calculos, casos
particulares; el algebra, acerca de relaciones, de lo general. El
vinculo indiscutible entre estas dos zonas, asi como la légica de
su presentacion escolar —primero una, después y con cierta con-
tinuidad, la otra—, parece derivar de estas razones y naturaliza la
idea de que una es prerrequisito de la otra. El desarrollo histérico
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aparentemente tardio del algebra, posterior al amplio desarro-
llo de la aritmética, parece reforzar estas ideas, junto con cierta
concepcion de la ensefianza que postula la necesidad de ir“de lo
simple a lo complejo”y “de lo concreto a lo abstracto”.

Durante mucho tiempo, estas maneras de pensar la relaciéon
aritmética-adlgebra han aparecido plasmadas en programas y
disenos curriculares, proponiendo el ingreso al estudio del alge-
bra a través del planteo y resolucién de ecuaciones vinculadas a
problemas aritméticos. Ahora, estos podrian ser abordados con
herramientas algebraicas y de este modo el “salto” de una zona de
estudio a la otra seria mas suave, menos problematico.

Pero, como exploramos en el capitulo anterior, la historia de
la disciplina también nos ayuda a advertir que “los conceptos
matematicos se enmarcan en los modos de conocer propios de
cada cultura, y que muchas culturas han conceptualizado nime-
ros e incégnitas de diferentes maneras —a veces mas aritméticas
(como en el trabajo de Diofanto), a veces mas geométricas (como
en las matematicas babilonicas)-" (Radford, 1992). La tendencia
que tenemos a concebir el dlgebra vinculada solamente con la
aritmética, jnecesitara ser revisada? ;De qué otras maneras seria
posible pensar las relaciones entre distintas zonas de la mate-
matica, considerando los modos de produccién y circulacion del
conocimiento en la cultura escolar?

Nos adentraremos ahora en un recorrido por ciertas practicas
usuales de ensefanza.

LAS ECUACIONES COMO PUNTO DE ACCESO
AL ALGEBRA

Es usual que en el inicio del estudio del dlgebra se les propon-
ga a los alumnos problemas como el siguiente: Si al doble de mi
edad se le suma 12, se obtiene 44 como resultado. ;Cudntos anos
tengo? Este tipo de situacion parece dar continuidad al estudio
de problemas aritméticos que los alumnos han venido trabajan-
do alo largo de la escolaridad primaria. En efecto, los estudiantes
estan en condiciones de resolver estos problemas aun antes de
que les hayamos ensefiado algo “nuevo”. Algunos plantean una
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serie de calculos —en este caso, 44 - 12 =32,y luego 32:2=16-,
y otros resuelven “en la cabeza’, dando la respuesta sin presentar
ninguna escritura.

Ahora bien, para los profesores es deseable que los alumnos
escriban la ecuacién que representa la situacion y que luego
vayan detallando la serie de pasos que permiten transformarla
hasta llegar a la solucion. Esta preferencia los lleva a presentar
la nocién de ecuacién y de incégnita antes de proponer estos
problemas, con la expectativa de que los alumnos los traduzcan
a una ecuacién y luego la resuelvan.

;Qué reflexiones podemos plantear en torno a este desen-
cuentro entre las estrategias que despliegan los alumnos y las
expectativas de los docentes?

Un primer asunto que nos interesa analizar se vincula con el
sentido con el que se estaria construyendo la nocién de ecuacién.
Puesto que, desde el punto de vista de los estudiantes, este obje-
to se presenta sin tener necesidad de él, no se concibe mas que
como una imposicidn externa. Los alumnos aprenden a escribir y
manipular ecuaciones sobre todo para responder a una demanda
de los profesores, sin “enterarse” de su potencia.

Sobre este aspecto, recordemos que en la indagacién que
Panizza, Sadovsky y Sessa (1997) realizaron sobre la relacién que
los alumnos entablan con las ecuaciones, una de las respuestas
tipicas a la pregunta “;Para qué te parece que usamos las letras
en matematica?” fue “Para hacer mas dificil y por lo tanto pensar
mas”. Este tipo de respuesta visibiliza la ajenidad y la ausencia
de sentido con la que los estudiantes asumen el progreso del
conocimiento matematico escolar: no se identifica ningun uso
especifico de las letras, sino tan solo una mayor dificultad, como
si eso fuera un valor en si mismo.

Algunos docentes consideran que este desencuentro puede
remediarse pensando la diferencia entre estas dos maneras de
proceder solo en el nivel de la escritura.
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Proceder aritmético Proceder algebraico

44-12=32 2-x+12=44

32:2=16 2.x=44-12

Respuesta: tengo 16 anos. x=32:2
x=16

Respuesta: tengo 16 anos.

Desde esta perspectiva, la primera escritura del procedimien-
to de la derecha corresponderia a la traduccion literal del proble-
ma al lenguaje algebraico, mientras que las lineas siguientes de
este mismo procedimiento serian “equivalentes” a los sucesivos
calculos del procedimiento aritmético. Para estos docentes,
entonces, el pasaje de un procedimiento a otro podria conciliarse
como una cuestién de traduccién. Los alumnos deberan acos-
tumbrarse a escribir lo que ya saben de una manera diferente.

Pero analicemos esta cuestion con un poco mas de detalle.
En sus practicas aritméticas, los alumnos se han habituado a
seleccionar ciertos datos del problema, vincularlos por medio de
operaciones para averiguar resultados parciales que a su vez se
combinaran con otros datos, para finalmente averiguar lo que se
busca como respuesta al problema. Cada paso en esta manera de
resolver tiene un significado al interior del problema —-en nuestro
ejemplo, el 32 representa el doble de la edad buscada-, y las
eventuales escrituras numéricas que puedan producir represen-
tan este significado. El trabajo en contexto —en este caso, de per-
sonas y edades— muchas veces les sirve para elaborar su plan de
acciony controlar lo que van planteando. Pero cuando se les pide
que primero escriban la ecuacion, los alumnos deben cambiar
de “légica’, discriminando desde el principio datos de incégnitas
para vincularlos de una sola vez. Por otro lado, cuando deben
resolver la ecuacién, las transformaciones sobre la expresion
producida se rigen por ciertas propiedades de las operaciones,
y no ya por los significados asociados al contexto del problema.

24



No estamos diciendo que no haya relacién entre estos dos
procedimientos, o que no se podria trabajar para vincularlos.
Pero si queremos sefalar que no es cierto que se trate de “lo
mismo escrito de otra manera”. No podemos dejar de advertir
que, para quien esta aprendiendo, estas dos maneras de proce-
der estan lejos de ser equivalentes.

Hay una cuestidn mds que quisiéramos sefalar, vinculada
a un malentendido matemdtico que parece subyacer a este
tratamiento. Cuando la pretension frente a estos problemas es
la de traducir del lenguaje coloquial al algebraico, se les pide
a los alumnos la ecuaciéon que representa la situacién, como si
esta fuera Unica. Por supuesto, los profesores sabemos que no
existe una relacion biunivoca entre ecuacién y situacién: existen
muchos problemas que se representan con una misma ecuacion
y también existen muchas ecuaciones que pueden representar
un mismo problema. Sin embargo, las propuestas usuales sue-
len no incluir a los alumnos en esta discusién, transmitiendo de
manera implicita una idea equivocada.

UN PRIMER PASO: LAS ESCRITURAS ARITMETICAS

La entrada al algebra a través del estudio de ecuaciones
puede interpretarse como un intento del sistema educativo de
dar continuidad a la trayectoria de los alumnos, para que puedan
apoyarse en los conocimientos aritméticos que han construido
en su paso por la escuela primaria. Si ampliamos la mirada sobre
el modo en que se ingresa a esta nueva zona de conocimiento,
encontraremos que antes del estudio de las ecuaciones suele
proponerse un periodo de trabajo aritmético con calculos en un
solo renglén. La idea de fondo es que los alumnos reinviertan
aqui todo lo que han aprendido sobre resolucion de célculos
durante la primaria, pero ahora escribiendo de otra manera -en
un unico renglén-. Este cambio, que puede parecer trivial desde
el punto de vista experto, involucra complejidades que suelen
aflorar en errores sistematicos que producen los alumnos y que
merecen ser considerados.

10. Para ampliar sobre esta cuestién recomendamos la lectura de Sessa (2005).
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Uno de los errores mas frecuentes en la manipulacién de
expresiones en un solo renglén es la violacion de ciertas propie-
dades de la igualdad como relacién de equivalencia. Analicemos
un ejemplo.”

IX65=10%65269°" 65-5YC

Para resolver el calculo 9 x 65, este alumno tiene un plan de
acciéon: teniendo en cuenta que 9 = 10 - 1, realizar el calculo
10 x 65 —posiblemente mas sencillo de resolver desde su punto
de vista- y al resultado restarle 65. Podemos interpretar mate-
maticamente la validez de su razonamiento, considerando la
propiedad distributiva de la multiplicacion respecto de la resta:
9x65=(10-1)x65=10x65-1x65=650-65=545.Sin embar-
go, el alumno no escribe esta serie de pasos. El no esta buscando
ni comunicar ni asegurar la validez de su razonamiento, sino
encontrar el resultado de un célculo. El signo igual que presenta
en el primer paso no intenta comunicar que los calculos 9 x 65y
10 x 65 son equivalentes; su escritura nos muestra su plan y sus
acciones de célculo.

Este tipo de error puede ser interpretado si tenemos en cuen-
ta dos cuestiones: a la arbitrariedad de la escritura en un solo ren-
glén se le agrega el sentido del signo igual (=) que los alumnos
han construido durante su paso por la escuela primaria, y que se
“choca” con otro sentido que suele vivir en la escuela secundaria.

En las escrituras aritméticas el signo igual puede cumplir dos fun-
ciones: anunciar un resultado —como en 10 + 5 = 15— o bien expresar
la equivalencia entre expresiones —como en 10 + 5 =9 + 6-. Pero el
trabajo aritmético que se desarrolla usualmente en la primaria
estd mas centrado en el primero de estos significados, y son esca-
sas las propuestas que incluyen un tratamiento de la igualdad
como equivalencia. Vemos en los ejemplos anteriores los efectos
de este doble significado del signo igual: el profesor esperara
que se lo use con un sentido de equivalencia, mientras que los
alumnos lo usan para ir marcando el camino de resoluciéon, como

11. Produccion de un alumno del 1° afio de la ES, recogido por la profesora Marisa Giovanniello en
una escuela de la ciudad de La Plata en el afio 2016.
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si fuera un conector dentro de un relato ordenado de manera
cronoldégica —primero se hace esto, luego esto otro, etcétera-.

En las escrituras algebraicas el signo igual siempre expresa
una equivalencia. Considerando entonces que los alumnos ingre-
san en el estudio de las ecuaciones con una fuerte concepcion
de igualdad como anuncio de resultado, y una escasa o nula idea
de igualdad como equivalencia, estamos en mejores condiciones
para comprender las dificultades que podrian encontrar. Ciertas
propuestas que, a los ojos de los docentes, parecen sencillas y en
continuidad con el trabajo aritmético que vienen realizando los
alumnos podrian encerrar complejidades inesperadas que seria
necesario considerar desde la ensefanza.

LAS PROPUESTAS DE TRADUCCION

Otra propuesta que suele vivir en el inicio del trabajo con
ecuaciones es la de traducir del lenguaje coloquial al algebrai-
o, y viceversa. Por ejemplo: Escribi la ecuacion que represente la
siguiente situacion: el anterior del doble de un nimero es 15. ;Cudl
es el nimero?

En situaciones como esta, se espera que los alumnos advier-
tan la presencia de ciertas palabras que indican operaciones
determinadas. En el ejemplo, al hablar de “doble’, los alumnos
deberian interpretar que alli hay una multiplicacion por 2; al
leer “el anterior’, deberan reconocer que han de restar 1. Cabe
preguntarse cudl es la actividad matematica que se despliega en
este ejercicio de identificar palabras “clave”. Pero, ademas, impli-
citamente estamos suponiendo que el conjunto de nimeros en
el que se trabaja es el de los nimeros enteros —en el que tiene
sentido hablar de anteriores y siguientes- y, sin embargo, esta
cuestién no suele ser motivo de discusion en la clase.

Analicemos otro aspecto problematico de las propuestas de
traduccion. Frente a la frase “El cubo de un nimero disminuido
en 6 unidades’, los alumnos suelen producir dos escrituras: x> - 6
o bien (x — 6). En algunos casos, estas dos escrituras -y otras que
pudieran aparecer- son motivo de discusion e intercambios en el
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aula; en tal sentido, podrian considerarse, bajo ciertas condicio-
nes, oportunidades de aprendizaje. Sin embargo, muchas veces
la actividad se reduce a reconocer cudl de las dos escrituras es la
correcta y cudl no. Aqui, algunos docentes dirdn que la escritura
correcta es la segunda ya que, para que corresponda a la primera,
la frase deberia ser “El cubo de un nimero, disminuido en 6 uni-
dades”. La sutil presencia de una coma en el texto se constituye,
desde el punto de vista de los alumnos, en una “trampa” que le
tiende el profesor. Algo similar ocurre con una oracién como la
siguiente: “La mitad de un ndmero aumentado en 4 unidades”.
Los alumnos deberan reparar en el género de la palabra “aumen-
tado” para distinguir que no se trata de sumar 4 a la mitad del
numero —puesto que en tal caso deberia decir “aumentada’-.
(Cual es la potencia de este trabajo? ;Qué desafio intelectual
supone para los alumnos? ;De qué manera se los esta convocan-
do a producir conocimiento matematico?

Por otro lado, pensemos en una expresién como 2x + 1 = 7.
{Cudl seria su traduccién al lenguaje coloquial, considerando
que x representa un numero entero? En principio, podriamos
pensar en varias —aunque podriamos pensar en muchas otras,
considerando situaciones en distintos contextos intra o extrama-
tematicos—:

El doble de un nimero aumentado en 1 es 7.

- El siguiente de un numero par es 7.

El siguiente del doble de un nimero es 7.
- Un ndmero impar es 7.

Como deciamos en un apartado anterior, se pide la traduc-
cién como si esta fuera Unica, cuando los profesores sabemos
que no es asi. Como vemos, las propuestas de traduccion de un
lenguaje a otro suelen estar atravesadas por muchos supuestos e
implicitos que, no solo son vividos como arbitrarios, poco signifi-
cativos o incluso “tramposos’, sino que en muchos casos comuni-
can ideas matemdaticamente incorrectas a los alumnos.
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Somos conscientes de que muchos de los docentes que pro-
ponen estos ejercicios tienen en la mira un transito suave entre lo
conocido y lo nuevo. De este modo, intentan simplificar las activi-
dades, evitar las complejidades que supone el inicio del estudio
de esta nueva zona de la matematica que involucra numerosas
rupturas respecto del trabajo aritmético. Pero en este intento hay
importantes pérdidas, especialmente en torno a la posibilidad de
que los alumnos se involucren en verdaderos desafios intelectua-
les y asi sentirse convocados a producir conocimiento.

BALANZAS Y ETIQUETAS

Todos los aspectos que hemos analizado hasta aqui han
sido intentos de la ensefianza para facilitar la entrada al estudio
del complejo universo algebraico. Si bien nuestro recorrido no
intenta ser exhaustivo, no queremos dejar de sefalar otras dos
propuestas que han perseguido el mismo objetivo que las ante-
riores: la interpretaciéon de las ecuaciones como “balanzas” y el
uso de letras como “etiquetas”.

Ciertos intentos de “concretizar” la nocién de ecuacién y su
manipulaciéon apuntan a concebirla como una balanza con dos
platillos que deben mantenerse en equilibrio. Se trata de realizar
"acciones” —operaciones— para averiguar el peso desconocido de
una cierta caja, agregando o quitando pesas de ambos lados.

Este modelo puede resultar util y accesible para tratar con cier-
to tipo de ecuaciones. Por ejemplo, en el caso de 5x + 7 = 3x + 11,
“pasar” 3x al miembro derecho y 7 al izquierdo puede pensarse
como acciones sobre objetos concretos —cajas, pesas— que pasan
de un“platillo”a otro. Un asunto sobre el que no profundizaremos
pero que es necesario sefalar es el siguiente: para mantenerse en
el terreno de las cantidades positivas —para las que tiene sentido
el modelo de balanza-, los alumnos deberan anticipar el “platillo”
al que deben pasar las pesas o cajas; es decir, si decidieran trans-
formar la ecuacion de esta manera: 7 — 11 = 3x — 5x, el contexto
puede convertirse en obstaculo mas que en apoyo.

En relacién con esta cuestion, algunas propuestas incluyen
formas posibles de representar pesos “negativos”. Por ejemplo,
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considerando que, ademds de cajas y pesas, se agregan globos de
helio —que “tiran para arriba’, contraponiéndose al peso, que “tira
para abajo” —. Es un intento ingenioso de ampliar las posibilidades
de utilizacién de este modelo; en un ejemplo como el que propo-
niamos mas arriba, la ecuacion transformada podria abordarse con
estas nuevas consideraciones. Sin embargo, resulta curioso que
de una situacion inicial 5x + 7 = 3x + 11 en la que solo hay cajas y
pesas se pase a una segunda situaciéon 7 — 11 = 3x — 5%, que invo-
lucra, ahora, unos globos de helio que no estaban en el inicio, por
el solo hecho de cambiar los objetos de un platillo a otro. Incluso,
si se pasara en el otro sentido, esto no sucederia. Desde el punto
de vista de los alumnos, toda esta manera de pensar la ecuacion
resulta arbitraria y dificil de seguir. Muchos de ellos prefieren que
se les ensefien pasos mecanicos, descontextualizados, para evitar
toda esta arbitrariedad.

Resulta interesante, ademas, analizar cudl es la idea de fondo
en este modo de pensar las ecuaciones. Dado que se trataria de
una situacion en la que hay que averiguar el peso desconocido
de una cierta caja, se da por sentado que ese peso existe y es uno
solo, que no se conoce. La nocidn detrds de esta idea es la de ecua-
cién como “igualdad numérica con nimero a develar” (Panizza,
Sadovsky, Sessa, 1997). Pero pensemos que una ecuacién es una
funcién proposicional, lo cual significa que es una expresion que
puede tomar dos valores de verdad -verdadero o falso—, depen-
diendo de los valores particulares de la variable x que se considere.
Por ejemplo, 2x + 1 = 25 serd verdadera para x = 12 y sera falsa para
todos los demas valores; pero 5x + 3 = 5x + 8 sera falsa para todo
valor de x.

Ciertas investigaciones didacticas han encontrado que la
nocién de ecuacién como igualdad con incégnita -la que mas
circula en los inicios del dlgebra escolar- puede actuar como obs-
taculo aun en el caso de alumnos que tienen “éxito” en aquellas
actividades que la escuela suele ensefar. Por ejemplo, frente a
ecuaciones sin solucion, muchos alumnos se desorientan y con-
sideran que no se trata de una ecuaciéon aunque al principio pare-
cia que si lo era. En otros casos, frente a una ecuacién con dos
variables, los alumnos “completan” lo que consideran deberia ser
un sistema de ecuaciones, agregando otra ecuacién cualquiera,
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en lugar de establecer el conjunto de pares que cumplen la con-
dicién. La idea de igualdad numérica se opone en cierto sentido
a la de ecuacién como restriccion sobre un dominio —que implica
la nociéon de variable-. Asi, una expresion como P = 4x para repre-
sentar la relacién entre el lado x de un cuadrado y su perimetro P,
al ser estudiada solo en términos de calculo, invisibiliza las ideas
de variacién y dependencia.

Una segunda cuestién que quisiéramos analizar en este
apartado tiene que ver con el uso de letras. Los alumnos que
han transitado la escuela primaria han tenido oportunidad de
utilizarlas en ciertas actividades especificas. Por ejemplo, es muy
posible que hayan usado una expresién como 30 m para aludir
a “treinta metros”. Aqui la letra m tiene un significado muy claro
en el contexto de las medidas, y en este contexto la expresion
20 m + 10 m = 30 m tiene sentido y es aceptada por los alumnos.
Esto también ocurre cuando la letra actia como abreviatura
de algun objeto al que refiere, por ejemplo si 30 m fuera una
manera de representar la idea “treinta manzanas”. En estos casos,
las letras se usan como “etiquetas” (Barallobres, 2000) y operar
aqui puede resultarles a los alumnos relativamente sencillo. Esto
puede deberse a que la letra conserva la referencia al contexto,
hecho que permite a los estudiantes apoyarse en él para dotar de
sentido a las operaciones.

Pero con el ingreso al estudio del dlgebra, las letras se utili-
zaran con varios sentidos diferentes. Uno de los mas usuales es
el de incégnita, es decir, un nimero desconocido que hay que
averiguar. Este sentido aparece fuertemente asociado a la reso-
luciéon de ecuaciones que, junto con la traduccion del lenguaje
algebraico al coloquial (y viceversa), constituye una de las activi-
dades que con mas frecuencia se propone desde la ensefanza.
Las letras también se utilizan para denotar variables, valores
posibles de una cierta cantidad. Este sentido aparece asociado
al estudio de funciones. Ademas, las letras pueden representar
indeterminadas, es decir, valores numéricos sin determinar. Este
sentido estd muy presente en el estudio de expresiones algebrai-
cas y polinomios.
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Esta claro que el uso de las letras esta en el nucleo del trabajo
matemadtico de la escuela secundaria, y que resulta mas amplio y
diverso que el trabajo que se ha podido desplegar en la escuela
primaria. Pero si esta diversidad de usos y sentidos no aparece
de manera explicita en las clases, puede quedar oculta a los ojos
de muchos alumnos que permaneceran atrapados en la idea de
“etiqueta”.

Muchos profesores, con el objetivo de acercar las nuevas
practicas a aquellas que los alumnos conocen, intentan dotar de
sentido a expresiones del tipo 70 x + 20 x diciendo cosas como “es
como diez manzanas mas veinte manzanas, o sea, treinta man-
zanas”. Si bien los alumnos utilizan esta analogia en el momento
en el que el profesor se lo recuerda, no logran movilizarla espon-
taneamente. ;Por qué -se preguntan- no pueden recuperar un
sentido tan cotidiano, tan sencillo?

Creemos que es importante no perder de vista que la sencillez
y la cercania del contexto en estos casos los estad aportando el
profesor, cuyos conocimientos le permiten transferir un significa-
do concreto a una expresidén que, en principio, no refiere a nada
en particular -y que, por otro lado, tiene pretensiones de genera-
lidad-. Nuevamente, desde el punto de vista de quien aprende,
no se atrapa la continuidad que se pretende dar. De este modo,
la construccion de nuevos sentidos del uso de las letras queda a
cargo de los alumnos.
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CAPITULO I

EL DESAFIO DE ARTICULAR LOS
CONOCIMIENTOS DE LOS ALUMNOS
CON LAS NOCIONES QUE LA
ESCUELA QUIERE ENSENAR






La trayectoria de los alumnos que transitaron por la escuela
primaria y llegan a la escuela media es sin duda muy heterogé-
nea. Esa misma diversidad los acompafa en los nuevos desafios,
tanto a los alumnos como a los docentes.

Como ya hemos mencionado en otros capitulos, en términos
generales se puede reconocer que en la escuela primaria el traba-
jo aritmético se encuentra fuertemente vinculado a la resolucion
de célculos como medio de acceso a las respuestas a los proble-
mas que circulan en las aulas. Estos calculos hacen referencia a las
cuatro operaciones basicas: suma, resta, multiplicacion y division,
tanto con numeros naturales como con numeros racionales.
Sobre los ultimos afos de la escolaridad primaria, en numero-
sas oportunidades se proponen a los alumnos situaciones que
tienen que ver con el anadlisis de algunas propiedades que se
verifican para estas operaciones, en un intento de generalizar
algunas de ellas. El abordaje de este tipo de relaciones también
resulta muy diverso.

De todas maneras, tanto en los disefios curriculares de la
primaria como en las practicas de algunos docentes hemos
encontrado diferentes temas de trabajo que podrian ser un
puente entre la practica aritmética que se desarrolla en las aulas
y la practica algebraica que se propicia desarrollar en los colegios
secundarios. Organizaremos estas cuestiones en dos asuntos que
refieren al trabajo con las operaciones. En cada uno de ellos foca-
lizaremos en algunos de los contenidos de ensefianza que se pro-
ponen en los disefios curriculares para el nivel primario asi como
en algunos de sus fundamentos. Nos detendremos intentando
arrimar algunas cuestiones vinculadas a las relaciones entre estos
contenidos y el trabajo algebraico asi como en analizar en qué
sentido estas cuestiones pueden resultar uno de los puntos de
apoyo para los alumnos de la escuela secundaria, al inicio del
trabajo con expresiones algebraicas.

Advertimos que se han considerado estos dos ejes solo a
modo de recorte. Nada indica que el mismo tipo de andlisis se
no se pueda desarrollar con otros ejes de trabajo de la escuela
primaria.
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EL TRABAJO CON LAS OPERACIONES

En diferentes disefios curriculares para el nivel primario de
nuestro pais se hace referencia a contenidos para la ensefianza de
los que extraemos estos, solo a modo de ejemplo:

« Calculos mentales a partir del analisis de la escritura deci-
mal de los numeros.

« Resolver calculos utilizando descomposiciones de los
numeros, calculos conocidos y propiedades de las opera-
ciones.

En varios de estos documentos se esgrime como argumento lo
siguiente: “Las actividades de cdlculo mental constituyen buenas
oportunidades de considerar el calculo como objeto de reflexion,
favoreciendo la aparicion y el tratamiento de relaciones y propie-
dades inicialmente utilizadas, y luego reconocidas y formuladas”.

Si bien el trabajo central podemos ubicarlo en que los alumnos
elaboren y dispongan de una variedad de recursos de calculo aso-
ciados a las diferentes operaciones, la expectativa pone también
de manifiesto un tipo de practica que, sostenida en el trabajo arit-
mético, comience a poner en evidencia la posibilidad de establecer
relaciones entre célculos que, para los alumnos y a primera vista,
podrian no tenerlas.

En un trabajo de indagacién desarrollado por un grupo de
docentes de la Provincia de Buenos Aires, con alumnos de 5.°
grado, les proponen a los nifos dos actividades que nos pueden
servir para pensar sobre los asuntos que venimos discutiendo.'?

1. Decidir y fundamentar si las siguientes igualdades son verdaderas
o no:

a. 30-8=15.16
2. Completar las siguientes igualdades para que sean verdaderas:

b. 43+ ....... =44+ 50

12. Tanto en el problema 1 como en el problema 2 hemos seleccionado uno solo de los items.
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Este tipo de tarea pone en el centro la idea de equivalencia
entre calculos. Poder dar cuenta de dicha equivalencia requiere
establecer relaciones entre ellos a raiz de los nimeros que inter-
vienen y de las propiedades que se verifican, en este caso, para la
multiplicacién y la suma. Resulta, en este sentido, una tarea nove-
dosa para los alumnos.

Tal como nos informan diferentes investigaciones y el mismo
trabajo de indagacién del que hemos extraido los ejemplos, los
alumnos enfrentan este tipo de situaciones a partir de una concep-
cién sobre el signo igual (=) asociada fuertemente a la busqueda de
un resultado. Desde este sentido que le otorgan, el primer intento
de resolucién, en particular para el problema 1, pasa por la busque-
da del resultado de cada calculoy, a partir de alli, decidir si resultan
iguales o no. Esto le genera al docente una necesidad de “mover”a
los alumnos y surgen dos posibilidades: inhibir que hagan ambas
cuentas o bien invitar a los alumnos a que intenten explicar por qué
ambos cdlculos dan el mismo resultado si en cada uno hay nime-
ros diferentes. Los docentes se inclinan por esta Ultima opcién en
funcion de no ir en contra de lo producido por los alumnos. Frente
a este pedido se desarrolla el siguiente didlogo, a partir de una
escritura elaborada por los alumnos: 30-8=15-2-8 (en la que ya
se evidencia una transformacion en la escritura del calculo que les
permite a los alumnos avanzar en la explicacion).

Carlos: —iEs verdadera!
Docente: —;Por qué?

Priscila: —A los 8 no los cuento porque son iguales y estan en
los dos lados.

Carlos: =Y 15 - 2 es 30, y el 30 estd “acd”y del otro lado (marca
con el dedo cada término, y “del otro lado” marca el célculo
15 -2). ;Cémo puedo decir esto?

Docente: —;Qué?
Carlos: —Estos lugares... estas partes.

Docente: -Se llaman términos.
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Nos resulta sumamente interesante el trabajo que despliegan
estos dos niflos. Por un lado comienzan a tratar los calculos como
“objetos” a ser comparados, mas alla del resultado que arroje cada
uno. Para ello necesitan en primer lugar transformar la escritura
en otra equivalente. Salvando las distancias, este tipo de practi-
ca se puede asociar al tratamiento que admiten las expresiones
algebraicas: permiten “leer” informacién que da cuenta de ciertas
relaciones. Pero, a su vez, es posible transformar esa expresion en
otra equivalente para leer informacién que no se podia atrapar.
Vemos alli un puente, nada sencillo de transitar, pero posible. Y
por otro lado comienza a ser necesario adjudicar “nombres” para
ser un poco mas preciso en la designacion de las relaciones que se
van estableciendo.

En el caso del problema 2, los alumnos enfrentan la explicacion
a partir de procedimientos que las autoras del trabajo de indaga-
cion refieren con el nombre de compensacion. El siguiente didlogo
es una muestra de ello.

Carlos: —Ves, acd al 50 le sacamos uno y queda en 49, el nimero
que falta es 49. Queda 43 + 49 = 44 + 50.

Franco: —jAh!

Carlos: —jEsta mal! porque tiene que dar lo mismo en los dos
términos.

Docente: —;Hiciste la cuenta, para saber que no da lo mismo?
Franco: -iNo se puede hacer cuentas?

Carlos: -iNo! (responde al docente). Los nimeros en cada térmi-
no son distintos, no da lo mismo. Mird, sefio, 43 + 49 es distinto
de 44 + 50. Porque a 49 si le saco 1 para darselo a 43 y se forma
el 44y el 49 queda en 48 y no es 50 como estd en este término.

Docente: -Lo estan pensando bien, muy bien, pero entonces
parece que no es 49. Sigan intentando.

Franco: -Es 51, a este le sobra uno para que se lo pase a este
(43).
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Carlos: —iClaro! jAhora si! jSefo! Ya estd, es 51.

Docente: —;51? Me explican por qué creen que es ese nimero,
51.

Franco: —-A 50 le sumo 1y queda en 51, a 51 le saco 1y se lo
sumo al 43y da 44.

Una vez més los alumnos tratan a los célculos en términos de rela-
ciones entre expresiones. El juego de “compensaciones” resulta un
recurso potente para estos nifos a la hora de comparar dos calculos.
A su vez es posible reconocer que Carlos “entré en el juego’, cuando
enfaticamente sostiene que no se puede hacer la cuenta.

En buena medida, este tipo de trabajo, apoyado en los nume-
ros y las operaciones que los alumnos conocen, pone en escena
un tratamiento relacional de los calculos que permite “centrar la
atencion en las propiedades de las operaciones, en como transfor-
mar expresiones y operaciones, y como esta transformacion afecta
a las operaciones” (Castro-Molina, 2002). Podemos agregar que, al
mismo tiempo que los alumnos recorren o producen un camino
intentando dar una respuesta, van construyendo en esa marcha los
argumentos que validan dicha respuesta a partir de las relaciones a
las que van apelando, tal como explicita Carlos.

El trabajo de las maestras de la Provincia de Buenos Aires,
por otra parte, hace referencia a un tipo de tratamiento que los
alumnos hacen de los célculos al que denominan mixto. Es decir,
los alumnos, en algunos casos, tratan a los calculos desde recur-
sos exclusivamente aritméticos, solo a partir de los resultados. En
otros casos, tratan a los calculos solo a partir de las propiedades
(por ejemplo, apelan a la propiedad conmutativa para decidir la
igualdad entre 123 .45y 45 - 123), a los que las autoras denominan
algebraicos. Pero en la mayoria de los casos, los alumnos tratan a
los célculos con recursos mixtos: buscan algunos resultados parcia-
les, usan propiedades, comparan, compensan, etc. Interpretamos
que este tipo de tratamiento forma parte del puente entre el
trabajo aritmético y el trabajo algebraico, tratamiento al que en la
escuela media se puede recurrir como soporte para el trabajo con
expresiones algebraicas y ecuaciones.
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Otro de los contenidos que aparecen en algunos de los disefios
curriculares de nivel primario sentencian lo siguiente:

« Andlisis de la informacion que porta una expresion arit-
mética para decidir si un nimero es multiplo o divisor
de otro, sin necesidad de hacer calculos.

Con la intencion de abordar este contenido, un docente de una
escuela primaria de CABA propone a sus alumnos de 7.° grado (que
seria el primer afo de la secundaria en otras jurisdicciones cuyas
primarias van de 1.° a 6.°) el siguiente problema:

Decidan si es verdadero o falso que si al niumero 37 x 12 + 5 lo
dividimos por 6 el resto que se obtiene es 5.

Una vez mds, muchos alumnos recurren a resolver el calculo y
efectuar la division, obteniendo efectivamente 5 como resto. En
cambio, otros alumnos apelan a transformar el célculo en otro que
permite interpretar la relacién en términos de multiplos:

M mobifla 32412  tf
resv+ ;LJJ és lon cld- 20 2neAt  mw riPlo
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(Al multiplicar 37 x 12 el resultado es inmediatamente multiplo

de 6, ya que 6 x 2 = 12. Entonces solo me quedarian los 5 que
agrego a la suma).

Si bien los argumentos y las escrituras no resultan préximos a
los que la matematica habilita, también es parte del recorrido tra-
tar con los modos de comunicar y representar las relaciones que se
establecen y sus explicaciones. Alli también hay un puente posible.

Un ultimo aspecto a destacar se refiere al posicionamiento al
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que arriban algunos alumnos a partir de este tipo de tratamiento.
Como dice en este caso Camilo (el autor de la produccién anterior):
“podés saberlo sin hacer las cuentas”. Creemos que este tipo de
expresion da cuenta de un modo de hacer diferente al que venian
desarrollando: ya no se trata de saber un resultado, sino de acce-
der a la respuesta a partir de las relaciones aritméticas que se van
estableciendo. Vale la pena advertir que si bien estas relaciones
pueden tener caracter local, un asunto que aparece como “gene-
ral” se refiere al tipo de practica que se despliega; la misma frase
“podés saberlo sin hacer las cuentas” es en si misma un principio
de generalizacion, del mismo modo que en los ejemplos anteriores
la idea de comparar calculos o la transformacién de un calculo en
otro equivalente.

EL ESTUDIO DE LA RELACION ENTRE DIVIDENDO, DIVISOR,
COCIENTE Y RESTO DE UNA DIVISION ENTRE NUMEROS
NATURALES

Desde segundo o tercer grado de la escuela primaria los alum-
nos se enfrentan a diferentes problemas que se pueden asociar al
concepto de divisién. La trayectoria que se propone es de largo
“aliento” e incluye varios aios de la escolaridad. Pero al recorrer
los contenidos de fines de la educacién primaria o de inicios de la
escuela secundaria, esbozados en diferentes disefios curriculares,
es posible identificar algunos lineamientos que proponen avan-
zar en el estudio de este concepto ya no en términos de “una de
las cuatro operaciones’, sino como objeto en si mismo, es decir,
profundizar en las relaciones que se pueden establecer entre los
valores que pueden adquirir los nimeros que intervienen en una
cuenta de dividir. De alli que se proponga como uno de los conte-
nidos de ensefianza el siguiente.

+ Resolver problemas que implican analizar las relaciones
entre dividendo, divisor, cociente y resto y considerar la
cantidad de soluciones posibles en funcion de los datos.

En algunos de dichos documentos se sostiene que en 6.° y 7.°
grado (o 1.° ano) la divisién debe seguir siendo objeto de trabajo,
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pero ahora se trata de estudiar el comportamiento de la expresion
D=d-c+r (con0<d<r),las relaciones que se pueden establecer,
analizar y anticipar resultados, etcétera.

Encontramos diferentes ejemplos de actividades que se sugie-
ren. Entre ellos nos interesa detenernos en un problema que plan-
tea lo siguiente:

Proponer una cuenta de dividir en la que el divisor sea 45 y el resto
sea 12. ;Hay una sola? ;Cudntas hay? ;Por qué?*?

Dos asuntos resultan centrales destacar al pensar sobre este
problema. En primer lugar, la idea de que quien resuelve la situa-
cién puede atribuir valores arbitrarios al cociente y considerar que
estos valores son independientes del divisor y el resto. Es decir,
quien domina la relacién entre las cantidades puede anticipar que
el valor del cociente es independiente, que dicho valor se multipli-
ca por 45, al resultado se le suma 12 y se obtiene el dividendo. No
hay ningun condicionante para el cociente mds que ser un nimero
natural, ya que se trata de una division entera. Y que son infinitos
los candidatos posibles.

En este mismo movimiento se pone en funcionamiento la idea
de variable: al ser el cociente un valor independiente, el resultado
al que se arriba para el dividendo dependera del cociente elegido.
Y, en este sentido, este tipo de relaciones también puede resultar
un punto de encuentro entre las operaciones aritméticas y el traba-
jo con expresiones algebraicas, en particular, aquellas que abonan
al tratamiento de las ecuaciones.

Veamos algunos extractos de interacciones entre alumnos y
maestros alrededor de este problema. Un alumno de 7.° grado
escribe en una hoja de su carpeta lo siguiente:

13. Extraido del Documento de Actualizacion para 7.° grado (2001).
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El docente se aproxima y se entabla el siguiente didlogo:
D: -Simodn, contame lo que hiciste.
Si. eh, no, puse aca un diez.

D: -No, no, contame desde el principio, qué escribiste cuando
terminamos de leer el problema y entendimos, que veo que
aca probaste algo, tachaste, estd bueno eso pero no entiendo,
asi entiendo qué estas pensando, jsi?

S: —Ahhh.. si, puse como la cuenta, acd el cuarenta y cincoy acd
puse noventa...

D: -Ya entiendo, hiciste como si fueras a hacer la cuenta, divi-
dido cuarenta y cinco y el noventa. ;Y el noventa de dénde lo
sacaste? ;Cémo se te ocurrié poner el noventa?

S: —No, en realidad primero puse noventa aca (sefala el lugar
del dividendo) pero ya sabia que daba dos, y no sobraban
doce, pero si ponia diez quedaba mas cerca ahi cuatrocientos
cincuenta, y era mas facil por cuarenta y cinco...

D: —Pard, para que me perdi, ponés dos, sabés que llegas al
noventa, jpero de dénde sabés que llegas al noventa?
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S: —-Dos por cuarenta y cinco, es el doble, noventa, falta, es mas
que dos, es diez, me mandé directo con diez.

D: -jAh!, en lugar de dos probas con diez, y alli en vez de noven-
ta llegas a cuatrocientos cincuenta.

S: =Si, es facil, le agregué un cero y da cuatrocientos cincuenta,
como sobran doce hago los cuatrocientos cincuenta mas los
doce.

D: -Esos que sobran los agregas a los cuatrocientos cincuenta,
pero ;jpor qué?

S: —Para que me sobren...

En este intercambio se hacen presentes algunas cuestiones
que nos resultan interesantes compartir. En primer lugar se puede
identificar que el alumno comienza su trabajo apelando a la orga-
nizacion de la cuenta de dividir, asunto que probablemente le
resulte un poco mas “familiar”. Y a partir de alli realiza un primer
ensayo: ubica el 90 en el lugar del dividendo —ya que dispone del
doble de 45-. Es esperable que varios alumnos apelen a la busque-
da azarosa de valores para el dividendo, y, como hace Simén, vayan
ajustandolo, aproximando hasta alcanzar un resto de 12. Pero
Simén dispone también de la relacién D =d x ¢ + 1, y dicha relacion
le permite comenzar a controlar dividendo y resto, apoydndose en
calculos conocidos.

Un asunto a destacar es que en este problema la solucién no
es un numero, sino que resulta ser un “par ordenado’, aunque no
sea llamado asi, es decir, un cociente y un dividendo. Es esperable
también que los alumnos arriben a diferentes soluciones. El docen-
te podra ayudar a identificar esta cuestion ubicando los resultados
que obtengan los alumnos en una tabla como la siguiente, preser-
vando, si es viable, un cierto orden.
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Cociente Dividendo
0 12
1 57
2 102
3 147
4 192
5 237

Dos cuestiones novedosas permitirian discutir la presencia de
la tabla: por un lado, la cantidad de soluciones, las restricciones
y condiciones que se presentan, o sea, la posibilidad de que el
cociente adquiera cualquier valor natural mayor o igual que Oy a
partir de alli la obtencién de los dividendos, es decir, las explicita-
ciones de los “pares ordenados”. En este sentido se podra analizar
que, a medida que cambia el valor del cociente, cambia el valor
del dividendo, colaborando de esta manera en aproximar una idea
relacionada con la variacion. Por otro lado, seria también intere-
sante proponer a los alumnos el andlisis de una cierta curiosidad
que aflora: todos los dividendos terminan en 2 o en 7, jesto serd
casualidad o podremos explicarlo? Creemos que resulta una pre-
gunta posible para compartir en el aula en funcién de involucrar
a los alumnos en la idea de que esta regularidad admite razones
que la justifiquen.

Al finalizar este recorrido, el docente podria proponer dos
nuevos desafios que, en cierta medida, colaboran en el trabajo de
entrada a las ecuaciones:

a. ¢Serd posible escribir todas las soluciones de este problema?

b. ;Qué numero seria conveniente ubicar en el cociente para que
el dividendo sea 9122 Traten de resolverlo sin hacer la cuenta de
dividir.
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La pregunta a va en la direcciéon de analizar la posibilidad de
encontrar alguna expresion que pueda dar cuenta de las infinitas
soluciones. En este sentido es muy probable que el docente deba
ayudar a los alumnos en esta cuestion, habilitando escrituras
menos convencionales, poco formales, como por ejemplo:

« Cociente por 45 mas 12 debe ser dividendo.
« C-45+12=D.

« D=45.c+12.

- Etcétera.

Creemos que la pregunta b y su condicién habilita el trabajo
mas técnico de resolucion de una ecuacion lineal. Se trata de
resolver c- 45 + 12 = 912. Tanto apoyandose en la expresién como
en la cuenta de dividir, es posible analizar con los alumnos que se
trata de encontrar un nimero que multiplicado por 45 nos per-
mita obtener 900, y que “sobren” 12. En este sentido, la expresion
c-45 + 12 = 912 resulta entonces equivalente a ¢ - 45 = 900, de
donde se podra concluir que ¢ debe valer 20.

Este debate permitiria analizar que la expresion c-45 + 12 =D
admite infinitas soluciones, pero que si se condiciona a que D valga
912, pasa a ser una de las que probablemente hubiera aparecido
en la tabla de la pagina anterior.

Como ultimo asunto se podra proponer a los alumnos que inten-
ten encontrar el valor de c que verifique que c- 45+ 12=915. Laidea
que se promueve ahora es que no hay ningun nimero natural que
cumpla estas condiciones, en funcién de las relaciones que resul-
tan vélidas para la division entera. En este caso no hay solucion. El
docente podra proponer a los alumnos la busqueda de algun valor
de ¢, que no sea entero, si le resulta pertinente.
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CAPITULO IV

RELACIONES ENTRE ALGUNOS
SENTIDOS Y ALGUNAS TECNICAS






En este capitulo reflexionaremos acerca de algunas formas
de pensar la ensefianza de las ecuaciones que incluyan no solo
una idea acerca del concepto de ecuacién, sino también sobre
algunas técnicas de resolucion.

Como hemos desarrollado en capitulos anteriores, la ense-
Aanza usual muchas veces se basa en el uso de reglas para resol-
ver ecuaciones. Al respecto, J. Houdebine (1991) sefala:

“En situaciones particulares, para el alumno se trata de
tener respuestas que solo demanden de una movilizacion
minima de conocimientos. Estas respuestas no estan impues-
tas a priori por el exterior, sino que parecen pertinentes
para el que las emplea para resolver el problema propuesto.
Responden a un ‘principio de economia’ que subyace a toda
actividad humana. Podemos decir que la accién es practica-
mente imposible frente a una situacion o un problema sino se
posee de una cantidad suficiente de reglas de accién”

Si bien acordamos con la necesidad de que los alumnos
construyan reglas de accién, nos preguntamos cémo lograr un
aprendizaje referido a ecuaciones que ademas dote de sentido al
objeto matematico.

ACERCA DE LA NOCION DE ECUACION

En los ultimos afos de la escuela primaria y los primeros de la
escuela secundaria se suelen presentar ecuaciones a los alumnos,
definiéndolas como“unaigualdad con unaincégnita” También se
suele trabajar sobre su resolucién, ya sea despejando —pasando
de términos- o aplicando la propiedad uniforme. Lo cierto es que
la mayoria despeja, ya que el uso de la propiedad uniforme care-
ce de sentido a los ojos de los alumnos y, para ellos, “es lo mismo
que despejar pero escribiendo mas”.

Una primera cuestion sobre la que queremos reflexionar es
la definicion de ecuacion. La idea de igualdad con una incognita
resulta discutible. Esto se debe a que la idea de igualdad esta rela-
cionada con el valor de verdad de una proposicién: afirmar que dos
numeros o expresiones son iguales equivale a afirmar que es verdad
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que lo son. Por ejemplo, no es posible afirmar que 4x - 2 =6 sea una
igualdad si no se conoce el valor de x. De hecho, solo se transforma
en una igualdad verdadera para x = 2, mientras que para cualquier
otro valor serd una igualdad falsa. Por otro lado, esta manera de
considerar a las ecuaciones no parece adaptarse al caso de ecuacio-
nes sin solucién o con infinitas soluciones.

Entonces, una ecuacion puede definirse como una funcién
proposicional: al reemplazar sus variables por nimeros se trans-
forma en una proposicion que puede ser verdadera o falsa. El
conjunto de valores para los cuales es verdadera constituye su
conjunto solucion.

La resolucién de una ecuacién podra hacerse interpretando
las expresiones que intervienen o utilizando reglas de transfor-
macion validas.

En los capitulos anteriores hemos presentado algunos proble-
mas que ponen a los alumnos a reflexionar acerca de la funcién
de las letras, a analizar la dependencia entre variables, a lidiar con
problemas que admiten mas de una solucion.

En este capitulo profundizaremos en la nocién de ecuacion
y propondremos algunos problemas que permiten desarrollar
técnicas para resolverlas.

LAS ECUACIONES. ENTRE EL SENTIDO Y LA TECNICA

La progresion de la ensefianza de las ecuaciones que mas
persiste en las escuelas consiste en iniciar con ecuaciones lineales
para luego avanzar con cuadraticas. Luego, en afos superiores, se
propone trabajar con ecuaciones exponenciales, logaritmicas y
trigonométricas. Se trata de una mirada que va de lo mas simple
a lo mas complejo.

El tipo de tarea que se propone es en general de manipula-
cién de expresiones algebraicas. La sustitucién de valores de la
variable se considera solamente una “prueba” de la solucién, que
la mayoria no considera necesaria. Siempre se la usa después de
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resolver la ecuacién y raramente antes. El riesgo que genera este
tipo de ensefanza es que los conocimientos de los alumnos se
reduzcan a un listado de reglas sin ninguna relacién entre si.

Creemos que la secuenciacion habitual no necesariamente
permite a los alumnos construir una concepciéon de ecuacion
como la que describimos anteriormente y las técnicas de resolu-
cién asociadas.

Podria iniciarse el trabajo en torno a las ecuaciones a través
de un conjunto de problemas que aborden la nocién de ecuacion
y su conjunto solucién. Los siguientes constituyen ejemplos de
estos:

1) Dada la expresion 2x + 1 = 3x — 2, ;para cudles de los siguientes
valores de x se convierte en una igualdad verdadera y para cud-
les en una falsa?

x=1 x=2 x=3

2) SeanA=x(x-1)-50+2)yB=-x*-3x(x+1).
a) Hallen los valores de Ay B para x = 5.

b) ;Creen que A = B? Justifiquen su respuesta.

3) Decidan silos siguientes valores de x son solucién de la ecuacion
IC-2-5x+2=x+1:

x=0 x=1 x=-1 X=-2

4) Inventen tres ecuaciones que tengan a x = 5 como solucion.

El problema 1) pone en escena que expresiones como las
anteriores pueden convertirse en igualdades verdaderas o falsas
segun el valor que se le asigne a la variable. Seguramente el
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docente tenga que hacer aclaraciones respecto del enunciado.
Sera también una buena ocasion para acordar qué significa que
una igualdad sea verdadera o falsa.

El problema 2) pone de relieve la igualdad entre expresiones.’
Las expresiones A y B son diferentes, pero A(5) = B(5), por lo que
es esperable que una cantidad considerable de alumnos respon-
da que A = B. De esta manera, el problema pone de relieve el
estatuto de igualdad entre dos expresiones, que no alcanza con
que sean iguales para un valor de la variable, sino que tienen que
ser iguales para todos sus posibles valores.

El problema 3) avanza sobre la idea de solucién de una ecua-
cién. El tipo de ecuacién propuesta, que no puede ser resuelta a
través de despejes, lleva a tener que poner en juego otro tipo de
estrategia. Los alumnos son llevados a la necesidad de evaluar
cada uno de los miembros de la ecuacion para los valores de x
dados. De esta manera es posible poner el foco sobre el signifi-
cado de la solucién de una ecuacién sin vincularlo con un meca-
nismo de resolucién.

El problema 4) plantea la situacion inversa a la anterior. Es
decir, serd necesario armar dos expresiones que sean iguales para
x = 5. Es interesante notar que en este momento no nos preocupa
six =5 es la Unica solucién, sino que lo sea. El pedir tres ecuacio-
nes diferentes tiene por finalidad que los estudiantes tengan que
buscar expresiones mas complejas.

UNA CLASIFICACION DIDACTICA DE LAS ECUACIONES

Con el objetivo de pensar en un dominio creciente de la téc-
nica de resolucion de ecuaciones por parte de los alumnos, pro-
ponemos una clasificaciéon de origen didactico que nos permitira
reflexionar sobre su ensefanza.

Llamaremos ecuaciones aritméticas a aquellas que responden
al tipo f(x) = k, donde f(x) es una funcién y k es un nimero real.
La funcion f tiene que ser tal que la expresién f(x) = k pueda ser

14. |dea tomada de Kouki, R. (2006).
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interpretada por los alumnos como un calculo del que el valor k
es su resultado.

Considerar ecuaciones de este tipo como el punto de partida
para debatir acerca de técnicas de resolucion permite posicionar-
se en un marco aritmético donde la tarea consiste en “desarmar”
calculos. Por ejemplo, la ecuacién 3x — 1 = 7 puede interpretarse
de la siguiente manera: se busca un numero (3x) tal que al res-
tarle 1 se obtiene 7, por lo que 3x tiene que valer 8, para lo cual
x tiene que ser igual a 8. De aqui surge el siguiente conjunto de
ecuaciones: 3

Ecuacion Interpretacion
Busca un nimero (3x) tal que al restarle
3Xx-1=7 .
1 se obtiene 7.
3x=8 El triple de un nimero es 8.
X = L El nimero es L
3 3

Si bien la traduccién de una expresion al lenguaje coloquial
no es Unica, en este caso resulta una herramienta interesante
para vincular dos registros.

La interpretacion aritmética de cada paso en la resolucién
permite relacionar las diferentes ecuaciones como aquellas que
son satisfechas por los mismos valores de la variable, es decir
que son equivalentes. Esta relacidn, que no es explicita para los
alumnos, esta dotada de sentido por los pasos para encontrar el
ndmero.

Asimismo, es posible analizar cudles fueron las transforma-
ciones realizadas en cada caso. Seguramente esta sera una tarea
que quede a cargo del docente, quien podra proponer escrituras
algebraicas para procesos aritméticos con el objetivo de anali-
zarlas.
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Un posible grupo de ecuaciones aritméticas esta constituido
por aquellas del tipo:

x+a=>b

ax=b,cona =0

=bh,cona =0

Resulta claro que la mirada acerca de este objeto sera par-
cial si solo se consideran ecuaciones de este tipo. Sin embargo,
teniendo en cuenta que los alumnos estan realizando una transi-
cién entre la aritmética y el dlgebra, creemos que un trabajo que
se apoye en lo aritmético puede servir como base para pensar
lo algebraico. Por supuesto, serd necesario marcar sus limites y
ampliar la mirada hacia cuestiones cada vez menos aritméticas y
mas del campo del dlgebra.

ECUACIONES QUE DERIVAN DE ax=b

Este conjunto de ecuaciones, que pueden resolverse a partir
de la relacion entre la multiplicacién y la divisién, constituye un
buen punto de partida. En algunos casos sera necesario hacer un
trabajo previo con ecuaciones del tipo x + a = b, mientras que en
otros podra iniciarse el trabajo con estructuras multiplicativas.

Proponemos algunas actividades para analizar.

1) Resolvé las siguientes ecuaciones:

a) 4x =152 —=15 - =36
18 X

Es importante sefalar que no esperamos que las ecuaciones
sean resueltas a través de despejes ni del uso de la propiedad uni-
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forme. Suponemos que, para 4x = 152, los alumnos podran ana-
lizar que si el producto entre 4 y un niumero es 152, entonces el
numero buscado es 152 / 4 = 38. Se trata de una relacién que ha
sido objeto de ensefanza de la escuela primaria, junto a la idea
de que a partir de un producto es posible derivar dos divisiones.

Las dos ecuaciones que siguen son un poco mas complejas,
en el sentido en que ponen en juego la propiedad recién enun-
ciada en el sentido inverso: un cociente permite saber el resulta-
do de una multiplicacién.

X
Luego, si 13~ entonces x = 18 - 15. Probablemente algunos

alumnos necesiten representar la ecuacion en la forma de un
calculo de division para luego usar la relaciéon entre dividendo,
divisor, cociente y resto. Se agrega en este caso la necesidad de
interpretar que el resto de la divisién es cero. La siguiente resolu-
cién de la ecuacion ¢) muestra esta estrategia:

=15

1512 [ X __

O 2k - d

Todas las ecuaciones propuestas derivan de la misma estruc-
tura y, luego de debatir acerca de como resolver cada una, es
posible generalizar las estrategias puestas en juego. La siguiente
actividad tiene ese objetivo.

2) Si a es un numero diferente de cero, explicd cémo hacer para
resolver las siguientes ecuaciones.

yax=>b m£=b iii)

a

=b

= |2
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A partir de lo desarrollado por los alumnos en el problema 1),
es posible resolver las ecuaciones del problema 2). Seguramente
este trabajo tenga que ser comandado por el docente, lo cual no
constituye una dificultad debido a que serd usado para sistemati-
zar las estrategias ya puestas en juego. Por otro lado, la escritura
de la resolucion serd un insumo de estudio para los estudiantes.

Se espera que queden registradas afirmaciones del siguiente
tipo:

« A partir de una multiplicacién es posible saber el resultado
de dos divisiones. Por ejemplo, si 25 - 32 = 800, entonces
800 +25=32y 800 + 32 =25.

« Paraax=0b:siel producto entre a y x es b, entonces x tiene
que ser el cociente entre by a. Es decir, x = f—j .
X . . .
. Para 7= b:siel cociente entre xy a es b, entonces x tiene que
ser el producto entre ay b. Es decir, x=b-a.

- Para %: b:siel cociente entre ay x es b, entonces a tiene que
ser el producto entre x y b. Es decir, a = x- b. Entonces, x = % .
ECUACIONES QUE DERIVAN DE x"=b

Este conjunto de ecuaciones, ademas de la posibilidad de
interpretarse como un calculo y su resultado, traen a escena
ecuaciones con mas de una solucién o con ninguna.

Los siguientes problemas son un ejemplo del tipo de tarea
que podria plantearse a los alumnos.

1) Resolvé las siguientes ecuaciones.
a)x’ =16 b)x’ =8 ox* =81
d)x’ =0 e)x’ =-125 fyx’ =-36

2) a) ¢Para qué valores de b la ecuacion x? = b tienen dos solucio-
nes, una solucién o ninguna?
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b) ;Para qué valores de b la ecuacion x* = b tienen mds de una
solucién, una solucién o ninguna?

¢) ;Para qué valores de b la ecuacién x* = b tienen dos soluciones,
una solucién o ninguna?

El primero de los problemas de este bloque requiere analizar
ecuaciones potenciales, con diferente cantidad de soluciones.
Luego de que los alumnos hayan intentado resolverlas, el docente
puede organizar una instancia de trabajo colectivo para debatir
acerca de cudles son las soluciones y como estar seguros de que lo
son. Por otro lado, es posible reflexionar acerca de la relacion entre
el exponente, el resultado de la potencia y la cantidad de solucio-
nes. Ese analisis podra sistematizarse a partir del problema 2.

El registro de las conclusiones constituye una herramienta de
estudio para los alumnos. Asi, dispondran en sus carpetas afir-
maciones generales acerca de cdmo resolver ecuaciones de este
tipo, ademas de un analisis de la cantidad de soluciones que cada
una puede tener y bajo qué condiciones se da cada caso.

ECUACIONES DEL TIPO (x + a)(x + b) =

Este conjunto de ecuaciones, asi como los anteriores, también
puede resolverse de manera aritmética, apelando a que para que
un producto sea cero, alguno de los factores debe serlo.

Algunos de los problemas que podrian plantearse son los
siguientes.

1) Resuelvan las siguientes ecuaciones.
a) (x-4)(x-7)=0 b) (x+3)(x+5)=0 (x-1)(x+2)=0
d) (x-6)(x+5)(x-7)=0 e) x(x-8)(x+9)=0 (x+3)(x+2]
9)(x-3)(x+8)+2=2  h) (¥-1)(x-2)=0 D) (x*+4)(x’-8)=0

2) Inventen dos ecuaciones diferentes cuyo conjunto solucién sea:

a)s={32} b s={214 o5={-302}
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Una vez que los alumnos hayan intentado resolver la primera
ecuacion, el docente podra hacer una puesta en comun para
socializar las formas de resolver que hubieran surgido. Si bien es
posible en todos estos casos aplicar la propiedad distributiva, no
resulta una estrategia valida para aquellos que no saben resolver
una ecuacion cuadratica dada en forma polinémica. Si bien es
correcto, no es conveniente.

Las ecuaciones varian en el signo de sus soluciones para los
tres primeros casos. La ecuacién d) es la primera que tiene tres
soluciones, cada una de las cuales corresponde a uno de los fac-
tores del primer miembro.

En el caso de la ecuacién e), es la primera donde un factor es
solo x, que suele traer alguna dificultad a los alumnos.

La ecuacion f), a diferencia de las anteriores, no estd igualada
a cero, lo cual hace que no sea posible utilizar la misma estrate-
gia. Frente a esta imposibilidad, el docente podra dar un nuevo
dato acerca de las soluciones, y es que son numeros enteros. Esto
permite interpretar a los factores como divisores enteros de 6,
que pueden listarse debido a que son una cantidad finita. En el
siguiente cuadro mostramos las diferentes posibilidades:

x+3 X+2 Valores de x
1 6 Xx=-2yx=4
6 1 x=3yx=1
-1 -6 Xx=-4yx=-8
-6 -1 x=-9yx=-3
2 3 Xx=-1yx=1
-2 -3 x==-5yx=-5
3 2 x=0yx=0
-3 -2 X=-6yx=-4
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Como x no puede tomar dos valores al mismo tiempo, es
decir, no puede valer -2 y 4 simultdneamente, entonces hay dos
posibilidades, cuando x =00 x = -5.

En el caso de la ecuacién g), si bien tampoco estd igualada a
cero, puede hallarse una ecuacién equivalente a la dada que si lo
esté. Es posible que sea necesario discutir con los alumnos que
para que la suma entre (x-3)(x+8) y 2 dé 2, entonces (x-3)(x+8)
tiene que valer 0.

Las ecuaciones h) e i) tienen por objetivo poner en discusién
que la cantidad de soluciones no tiene por qué coincidir con la
cantidad de factores.

El problema 2) plantea la situacién inversa. Para armar la
ecuacion, los alumnos deberan poder relacionar los factores con
las soluciones, es decir que cada una de las soluciones anula al
menos uno de los factores cuando la ecuacion estd igualada a
cero.

Nuestra intencion en este capitulo fue la de hacer una pro-
puesta que aborde no solo algunos sentidos de las ecuaciones,
sino que al mismo tiempo avance sobre técnicas de resolucién.
Si bien los problemas no constituyen una secuencia de ensefan-
za, creemos que resultan interesantes para analizar y reflexionar
acerca de la ensefanza. Queda planteado el desafio de que los
alumnos dispongan de técnicas a las que hayan podido dotar de
sentido.
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CAPITULO V

ECUACIONES A PARTIR DE UNA
HOJA DE CALCULO Y GEOGEBRA






El trabajo con GeoGebra brinda numerosos recursos que per-
miten abonar al tratamiento de diferentes conocimientos rela-
cionados con la matematica: geometria, funciones, estadistica,
probabilidad, etc. Invitamos al lector a que explore algunas de las
herramientas que provee.

En este caso particular nos detendremos en las posibilidades
que brinda para tratar en el aula con la idea de variable, en un
principio, recurriendo a la hoja de calculo que alli se propone. Es
decir, al abrir el programa GeoGebra, en la herramienta del menu
VISTA, al desplegarla, aparece la opcidon hoja de célculo. Basta
con hacer clic en dicha opcién para que la pantalla se vea de la
siguiente forma:

La hoja de calculo permite organizar una coleccién de datos
en filas y columnas pero, a su vez, habilita a establecer innumera-
bles relaciones entre los datos ubicados en las diferentes celdas.
Estas relaciones son las que permitirian comenzar a estudiar con
los alumnos la idea de variable. Es decir, cada dato o valor que se
introduce en una de las celdas, en funcién de la tarea que se pro-
ponga, exigira considerar ese valor ya no solo como un dato fijo,
sino como un dato que puede ir variando y, en consecuencia, si
dicha celda esta“asociada” con otra, la modificacion de los valores
de una de las celdas producira la variacion de otro valor de otra
de las celdas. Es explicita, en este sentido, la idea de dependencia.

Supongamos entonces que, para abordar esta cuestion, les
proponemos a los alumnos la siguiente actividad:
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Abran el GeoGebra, mediante la VISTA que aparece en el ment
habiliten la hoja de cdlculo. Verdn que estd formada por filas y
columnas. Cada celda puede identificarse por la columna en la que
estd y lafila a la que pertenece. Las columnas se designan con letras
en tanto que las filas se las reconoce por su nimero. Asi, por ejemplo,
una celda serd representada por la columna y la fila, por ejemplo
D12 indica que de todas las celdas de la columna D se elige la celda
de la fila 12.

Ubiquen en la celda A1 cualquier valor, por ejemplo el 3. Ubiquen
en la celda B1 la siguiente expresion: =3*A1+2 y opriman ENTER.
Aparecerd en dicha celda un nimero (en nuestro caso el 11). Hagan
clic con el ratén en la celda B1 de manera que quede un recuadro
azulado, extiendan dicho recuadro con el ratén hasta la celda B15 o
B20. La pantalla se verd similar a la siguiente:

E&h—ﬂf
L —— T
Aleal 3]
|+ o ;

5 | v v erisa (5| = g o e
. | Wi

a) Ubiquen diferentes valores en las celdas A2, A3, A4. Aparecerdn
diferentes valores en las celdas B2, B3, B4.

b) Siseescribeen lacelda A5 el nimero 12. ;Qué valor aparecerd en
la celda B5? Intenten responder antes de ubicar el numero.

¢) ;Qué numero habrd que poner en la celda A6 para que aparezca
en la celda B6 el nimero 32?7 ;Y para que aparezca el 77

Este problema tiene una doble intencién. Por un lado, que los
alumnos se vinculen a la hoja de célculo del GeoGebra e inda-

64



guen algunos aspectos de su funcionamiento. Por otro lado, y en
simultaneo, que comiencen a identificar que en algunas celdas
es posible ubicar valores en tanto que en otras celdas aparecen
valores bajo ciertas condiciones. Si bien estas condiciones for-
man parte del enunciado de la actividad, no es un asunto al que
los alumnos le presten atencidn en una “primera instancia”. Serda
parte del trabajo a desarrollar ocuparse de esta cuestion.

Muy probablemente los alumnos ensayen con diferentes
valores en los items a) y b), solo a modo de curiosidad. De todas
maneras, el item b) supone un cierto control, advierte sobre la
posibilidad de anticiparse a la aparicion del valor de la celda B5,
mas alld de que los alumnos se hagan cargo de este asunto. El
docente podra propiciar esta instancia a modo de desafio.

En cambio, el item ¢) involucra, ahora si, otro tipo de tarea que
va por el lado de la anticipacion. Es esperable que los alumnos
aproximen el resultado mediante ensayos y errores. Por ejem-
plo, que vayan probando con nimeros al azar, en un inicio, y,
a partir de los resultados que aparezcan en la celda B6, ajusten
hasta alcanzar la respuesta. Es decir, si prueban con 8, obtienen
26, deciden entonces probar con un numero mas grande, por
ejemplo 13,y obtienen 41. Identifican que se “pasaron” hasta que
finalmente encuentran el 10.

En este momento el docente podria recuperar la formula que se
introdujo en la celda B1. Alli la expresion resulta ser = 3*A1 + 2.5 Es
viable discutir con los alumnos, si no hubiera aparecido anterior-
mente, el significado que se le puede otorgar a dicha expresién, o
avanzar en una escritura que dé cuenta de manera mas explicita
de la relacién entre dos variables: B1 = 3*A1 + 2, reconociendo
que A1l es independiente —admite cualquier nimero- en tanto
que B1 dependerd del nimero que se le asigne a la celda A1. Se
podria ir un poco mas all4, analizando con los alumnos, a partir
de lo realizado hasta el momento, los valores de las celdas de la
columna B: si se dispusieran en orden creciente, o si en las celdas
de la columna A se ubicaran los nimeros de 1 en 1, a partirde 1y
de A1 hacia abajo, los valores que van apareciendo en la columna
B van de 3 en 3. ;Sera casualidad? ;Habra algo en la formula que
nos permita entender esto?

15. Segun la version que se disponga de GeoGebra, el signo igual puede no resultar necesario.
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Volviendo al item ¢), el analisis previo habilitaria nuevamente
a intentar tratar con la férmula, pero ahora bajo nuevas condi-
ciones: el valor que debe aparecer en la celda B6 es 32. ;De qué
manera es posible anticipar este resultado?, es decir, 32 debera
ser el resultado de 3*A6 + 2. Es factible identificar que para que
esta expresion alcance el 32, es condicion que 3*A6 sea 30, de
donde se puede anticipar que A6 debera ser 5.

Todo este recorrido permitiria al docente comenzar a iden-
tificar, junto a los alumnos, varias ideas que fueron circulando.
Por un lado, la idea misma de ecuacién, en tanto expresién o
igualdad que relaciona celdas, o bien, variables. En algunas
oportunidades hay dos variables, en otras hay una sola, ya que se
determina a priori la otra. Por otro lado, la idea de dependencia e
independencia, es decir, celdas que admiten cualquier niimero vs
celdas que arrojan valores, condicionados por los que se ubiquen
en las otras celdas. Finalmente se podra identificar una primera
aproximacion a una técnica que colabora en anticipar resultados.
Es decir, si se considera una ecuacion con la forma 3*A1 + 2 = 32,
uno de los modos de saber qué nimero es A1 se apoya en que
se debe verificar que 3*A1 = 30 (asi al sumarle 2 se llega a 32).
En este sentido, ambas ecuaciones resultan equivalentes ya que
admiten la misma solucion: A1 = 10. Creemos que este tipo de
trabajo colabora en la aproximacion de los alumnos a la nocion
de ecuacién y a algunas técnicas que permiten resolverlas.

Volvamos otra vez al item c). Alli se expresa otra pregunta: ;Qué
valor habria que ubicar en la celda A6 para que aparezca 7 en la celda
B6? Una vez mas algunos alumnos podran aproximar por ensayo y
error. Pero, en este caso, la solucién resulta ser una fraccion, campo
numérico al que los alumnos no siempre se “le animan”. Pero
podrian anticipar que la solucién deberd estar entre 1y 2 ya que
al ubicar 1 en la celda A6 aparece 5 en la celda B6 y al escribir 2 en
la celda A6, emerge 8 en la celda B6. De alli que es esperable que
los alumnos interroguen sobre la posibilidad de escribir fracciones,
cuestion que el docente deberd habilitar. Una vez mas, el ensayo
y error podrd ser un recurso, pero se podria sugerir el uso de la
formula. En este sentido, la expresion 7 = 3*A6 + 2 puede pensarse
de la misma manera que en el caso anterior, para lograr la igualdad
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debera verificarse que 3*A6 = 5 (ecuacion equivalente a la anterior)
y de alli que en A6 debera escribirse 5/3.'¢ Una vez mas, este recur-
so aproxima a una técnica de resolucion de ecuaciones lineales
que, incluso, podria generalizarse. Una aclaracién indispensable:
en este caso el programa transforma las fracciones en expresiones
decimales automaticamente, de alli que en las celdas apareceran
numeros con coma.

En este punto el docente podra sugerir una nueva actividad
—que presentamos mas adelante- o detenerse un instante para
trabajar con otro aspecto del GeoGebra: los gréficos. Si optara por
esta ultima, podra sugerir a los alumnos que se visualice la vista
gréfica, habilitar los ejes y la cuadricula de manera tal de acceder
a los gréficos cartesianos. Se podra informar a los alumnos la
posibilidad de escribir en la ENTRADA, al pie de la péagina, esa
misma férmula, aclarando que el programa admite ahora como
variables otras letras: x, y, z... De esta manera, para introducir la
formula se necesitara escribir y = 3x + 2, aclarando que y equivale
a B1 asi como x cumple el mismo papel que A1, obteniendo lo
siguiente (la férmula ya fue escrita en la barra de entrada y apa-
rece en la vista algebraica, a la izquierda):

16. Vale la pena aclarar que segtin como se configure la hoja de célculo, admite o no las expresiones
fraccionarias -eventualmente las considera en su expresion decimal-. El docente podra modificar la
férmula de la celda si considera que resulta conveniente que los alumnos traten en un principio con
medios o cuartos.
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Como se podra observar, en una misma pantalla es posible
representar la “tabla de valores”, el grifico de la funcién y la
formula. A partir de este recurso sera posible analizar con los
alumnos las relaciones entre estos tres tipos de representacion
que dan cuenta de “una misma relacién”. Es posible, mediante los
recursos geométricos, ubicar un punto en la recta, por ejemplo
(3;11), ver que dicho punto se refleja en la vista grafica e identifi-
car que ese mismo par ordenado se presenta en la tabla.

Pasemos ahora a otra actividad, cuyo enunciado es el siguiente:

Abran el GeoGebra y habiliten la hoja de cdlculo. Introduzcan
un valor cualquiera en la celda A1, por ejemplo, 4. Introduzcan otro
valor cualquiera en la celda B1, por ejemplo, 9. Hagan doble clic en
la celda C1 y escriban alli la siguiente expresion: =2*A1+B1 y luego
opriman ENTER. En esta celda C1 aparecerd el nimero 17. Hagan
clic sobre la celda C1 de manera que quede recuadrada en azul,
ubiquen el ratén en el cuadradito que aparece en la parte inferior
derecha de la celda y expandan el recuadro azul hacia abajo hasta
lafila 15 o0 20, de manera de obtener en la pantalla una vista similar
ala siguiente:

(75 rctremn

[ T ———

i

¥ Vieaa Craien B | = g e et

B =
=B

o] WE

R

R

‘..,____I.
L

Enma

a) Escriban diferentes valores en las celdas A2, B2; A3y B3. Les apa-
recerdn resultados en las celdas C2 y C3.

b) Escriban en la celda A4 el nimero 12. ;Qué valor habrd que colo-
caren la celda B4 para que en la celda C4 aparezca el nimero 30?
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¢) Escriban el nimero 25 en la celda A5. ;Qué numero habrd que ubi-
caren la celda B5 para que aparezca el numero 67 en la celda C5?

d) Ubiguen ahora un nimero en la celda A6 y otro numero en la
celda B6 de manera tal que en la celda C6 aparezca el nimero
50. jHabrd una tnica posibilidad?

Esta actividad habilita, una vez mas, a poner en debate las
relaciones que se pueden establecer entre las diferentes celdas.
El enunciado del problema ya implica el uso de una férmula que
depende de los valores de las celdas A1y B1 (a diferencia de lo
propuesto en la actividad 1). En este sentido podemos pensar
que se trata de una ecuacion con tres variables: 2 x A1+ B1 =C1.
Al asignarle valores determinados a las variables A1y B1 se obtie-
ne el valor de C1, producto de recurrir a dicha formula. Es decir,
A1y B1 resultan ser variables independientes y C1 sera entonces
la dependiente. Parte del trabajo involucra que los estudiantes se
vayan aproximando a estas cuestiones, de alli el sentido de cada
item del problema.

La parte a) es de neto corte exploratorio, se propone el trabajo
con dos filas a modo de ensayo, de un primer nivel de compren-
sion de la tarea y de lo que sucede con la hoja de célculo, bajo
las condiciones que se proponen. Las partes b) y c¢) implican
una nueva condicién que transforma la ecuacion ahora en dos
variables, ya que A4 (asi como A5) resultan ser datos. Y este es
un asunto a analizar con los alumnos, ya que moviliza la idea de
variable, la idea de dato y la posibilidad de establecer relaciones
entre ellos. En este sentido, la actividad anterior puede resultar
un punto de apoyo para todo esto.

Es esperable que en una primera instancia, una vez mas,
los alumnos apelen al ensayo y error, ubicando en la celda B4
cualquier valor a la espera de que el nimero que aparezca en la
celda C4 sea 30. Los niumeros involucrados en la férmula invitan
a este ensayo. Pero luego de una o dos “arriesgadas” hemos visto
a muchos alumnos que intentan comenzar a controlar los nime-
ros que van ubicando en la celda B4, ajustandolo en funcion de
la lejania o cercania al 30 del nimero que aparece en la celda C4.
De esta manera es posible arribar a la respuesta, en la celda B4
deberdirel 5yenlaceldaB5el 17.
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El siguiente didlogo es parte de un intercambio con un alumno:
D: —;Cémo hiciste para encontrar que aca va el diecisiete?

A: —Fui probando, primero puse diez y me dio sesenta, des-
pués puse veinte y me pasé, dio setenta.

D: -Ya entiendo, jy como llegaste justo al diecisiete?
A: —Probé con quince, con diecisiete y me dio.

Es claro, en esta descripcidn, el juego de ensayo y error al que
apela este alumno, pero bajo cierto control.

En este punto el docente podra analizar con los alumnos los
items b) y c) proponiendo tratar con la férmula que se escribié en
la celda C1 -recuperando en este sentido la actividad anterior-y
que se replica en toda la columna C. Dicha férmula es informa-
cién del mismo problema: =2*A7+B1. Una posible interpretacion
viene de la mano de los célculos: el doble del valor de la celda A1
al que se le suma el valor de la celda B1."7 Desde esta interpre-
tacion se puede volver a tratar con la idea de variables indepen-
dientes y de variable dependiente.

Entrando en los items b) y c), el docente podrd propiciar un
andlisis a partir de la férmula. Tomemos por caso el item ¢). El
valor que se ubica en la celda A5 es 25, el valor que se quiere que
aparezca en la celda C5 es 67. De alli que la expresidon que atra-
pa las relaciones que funcionan en este caso seria la siguiente:
2x 25+ B5=67. Para los alumnos es posible reconocer que dicha
expresiéon equivale a 50 + B5 = 67. La uUnica posibilidad es que
en B5 se escriba 17. Este valor puede ser reconocido a partir de
pensar en cuanto hay que sumarle a 50 para alcanzar 67, lo que
resulta equivalente a pensar que B5 =67 - 50 = 17. Esta escritura
podria resultar un puente entre el valor encontrado y algunos
aspectos de la técnica de resolucién.

El item d) creemos que permite profundizar este estudio.
Ahora se trata de ubicar los dos numeros en tanto variables,
pero con una condicién, que en la celda C6 el resultado que se

17. Ya se han realizado comentarios sobre posibles interpretaciones de una féormula en capitulos
anteriores.
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obtenga sea 50. Una vez mas la escritura de la férmula permitiria
comprender un poco mas el fenomeno: 2 x A6 + B6 = 50.

A: —Metele 25 a A6, ya tenés el 50, y B6 que sea 0.
D: —;Y serd la Unica posibilidad?

A:-Nooo, poné 10, te da 20 y te faltan 30 para esta otra... hay
muchas, ponele... ;jvale restar?

D: —;Qué estas pensando?

A: =Si le ponés aca el 30 (senalando A6), aca tenés que poner,
restarle... ehhh... 10.

Si bien no se explicita, comienza a circular la idea de que
habria muchas soluciones, asunto que permitiria poner en el cen-
tro una vez mas la relacién entre ecuacion y conjunto solucion,'
que puede haber una, varias, etcétera.

Al mismo tiempo seria posible explicitar la idea de ecuaciones
equivalentes, es decir, la expresiéon 2 x A6 + B6 = 50 equivale a
sostener que 2 x A6 = 50 - B6, que es uno de los modos en que
se van generando algunas de las soluciones y, en ese sentido,
resultan equivalentes, tal como pudo haberse desarrollado en la
actividad 1.

El trabajo con estas formulas, al igual que en el caso anterior,
podria completarse con el uso de las representaciones graficas
que permite GeoGebra, si el docente lo considera pertinente.

Pasemos ahora a otra actividad posible:

a) Abran la hoja de cdlculo de GeoGebra. En la celda AT escriban
cualquier nimero, por ejemplo 15. En la celda B1 ingresen la
siguiente expresion: =3*A1 + 7 y opriman ENTER. Aparecerd
entonces el nimero 52. En la celda C1 ingresen la siguiente
expresion: =5*A1 - 9, en este caso aparecerd el nimero 66 al
oprimir ENTER. ;Qué valor habrd que ubicar en la celda A1 para
que los valores que aparezcan en las celdas B1y C1 sean iguales?

18. Este aspecto también ha sido explicitado en capitulos anteriores.
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b) Abran una nueva hoja de cdlculo de GeoGebra. En la celda A1
escriban cualquier nimero, por ejemplo 5. En la celda B1 ingre-
sen ahora la siguiente expresion: =4*A1 — 1 y opriman ENTER.
Aparecerd entonces el nimero 19. En la celda C1 ingresen la
siguiente expresion: = -2*A1 + 8, en este caso aparecerd el nime-
ro -2 al oprimir ENTER. ;Qué valor habrd que ubicar en la celda
Al para que los valores que aparezcan en las celdas B1y C1 sean
iguales?

Este problema vuelve sobre asuntos ya tratados en las activi-
dades anteriores, pero en este caso las relaciones que se ponen
en funcionamiento hacen referencia a la comparacién entre dos
ecuaciones lineales. Cada una de ellas admite su propio conjunto
solucion, y se trata de identificar cudl de todos ellos es comun
a ambas. El ensayo y error sigue siendo un recurso posible, de
todas maneras sera pertinente que el docente apunte también al
tratamiento via las expresiones algebraicas.

Creemos que el tipo de trabajo habilita a hacer explicito
el hecho de que, de todos los valores que se generan en cada
caso, se busca uno, si es que existe, para el cual ambas valgan
lo mismo. En este sentido la escritura de las férmulas resulta un
punto de apoyo posible: B1 =3 x A1 +7yCl =5xA1-9,de
alli la busqueda de un valor de la celda A1 que provoque que
3xA1+7=5xA1-09.

Una pregunta que el docente podra formular refiere al modo
de transformar esta ecuacion en otra equivalente, de manera tal
de preservar el conjunto solucién y que aproxime a la solucién.
{Qué "maniobras” permitirian esta transformacion? ;Qué propie-
dades valen?

En este punto el docente podra recuperar algunos asuntos
que se pusieron en juego en las actividades 1y 2, en cierta mane-
ra, el intento de compensacion, por ejemplo, sumar 9 a ambos
miembros, de manera de arribar a una expresién mas sencilla:
3x A1+ 16=5xA1.Y asi continuar con la resolucién.

Otra opcidn es apelar a otros recursos tecnolégicos. Existe una
aplicacioén del celular que se denomina Photomath, su descarga
es gratuita y, entre otras cosas, resuelve ecuaciones. Basta con
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sacarle una foto a la ecuacion o bien escribirla para que la resuel-
va, considerando que esta aplicacién reconoce como variable la
letra x. La siguiente secuencia de fotos es el resultado de su uso:

nwy L

Pasos de la solucién

I+7=52-9 (] Resuelva la ecuacion parax =

3x+7=5x-9

3x-5x=-9-7

Fyua esta sokocion?

En esta aplicacién, una vez abierta, basta con introducir la
ecuacioén para que inmediatamente arroje la solucion. Y se puede
acceder a cada uno de los pasos que desarrolla. En este sentido,
disponer de los pasos permitiria intentar comprender con los
alumnos el modo en que “el celular” va transformando la ecua-
cién original en otras equivalentes, es decir que tendran el mismo
conjunto solucion.

Si bien sabemos que puede resultar controversial el uso de
este recurso, vale la pena recordar que en otras épocas busca-
bamos logaritmos usando una tabla de un libro, buscdbamos
valores de senos y cosenos mediante los libros que traian estos
resultados, buscabamos raices cuadradas mediante una técnica
que seguramente hemos olvidado. Ahora todas estas cuestio-
nes las resolvemos con una calculadora o una computadora.
Invitamos a explorar esta aplicacion con el fin de profundizar su
potencialidad.

A modo de sintesis de este recorrido, creemos que esta pro-
puesta, que incorpora algunos recursos tecnoldgicos, permite dis-
cutir y analizar con los alumnos diferentes cuestiones, que resultan
insumos potentes para avanzar en el trabajo con ecuaciones.
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Por un lado, como ya hemos mencionado, introduce la idea
de variable, que puede ser considerada incluso en su versién de
independiente o dependiente. Por otro lado, introduce la idea de
ecuacién desde diferentes perspectivas. Si bien subyace la idea
de una incégnita, “las ecuaciones se convierten en igualdades
verdaderas o falsas una vez que la o las variables se reemplazan
por numeros” (Novembre, 2009).

En tercer lugar creemos, en vinculo con la idea precedente,
que el tratamiento que se propicia sobre las ecuaciones colabora,
bajo ciertas condiciones, en el avance en el conocimiento de la
relacion que existe entre el aprendizaje de la nocién de incégnita
y el de la nocién de variable, asunto que “parece ineludible para
desentranar la compleja y desafiante relacién entre la aritmética
y el dlgebra” (Panniza, Sadovsky y Sessa, 1999).

En cuarto lugar creemos que este trabajo puede aportar a
introducir otros asuntos complejos: las soluciones de una ecua-
cién y las transformaciones en otras equivalentes —por tener la
misma solucidon- que facilitan su interpretacion asi como la bus-
queda de dichas soluciones.

Finalmente, estos recursos tecnoldgicos permiten a su vez
“jugar” de manera simultanea con diferentes representaciones: la
algebraica, las tablas de valores y los graficos, dotando a la tarea
de un entramado que abre la puerta a que los alumnos puedan
encontrar y tratar con las relaciones que se proponen desde
diferentes miradas, generando un mayor margen de acceso y de
analisis.

Invitamos al lector a involucrarse con estos recursos si aun
no lo ha hecho, explorando, indagando, ensayando, no solo con
fendmenos lineales, sino también con otros modelos funcionales
y otro tipo de ecuaciones.
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PALABRAS FINALES

Este libro ha tenido como objetivo central reflexionar acerca
de la enseflanza de las ecuaciones. Para ello hicimos foco sobre
diferentes aspectos que consideramos centrales.

Un analisis histérico resulta interesante e importante para
pensar en la ensefanza. En el caso de las ecuaciones, uno de
los asuntos centrales estd vinculado al origen de las escrituras
algebraicas y sus antecesoras, mas vinculadas a lo coloquial.
Las formas de escribir no fueron siempre compartidas, lo cual
implicaba una dificultad a la hora de socializar la produccién.
Esto mismo les sucede a los alumnos cuando producen formas
personalizadas de comunicacién, que muchas veces funciona
como un obstaculo, aunque también puede ser un motor que
lleva a buscar formas compartidas de hacerlo. ;De qué manera es
posible considerar las escrituras como un objeto de reflexion en
las clases? ;Qué tipos de actividades las ponen en juego?

Resulta también de interés didactico encontrar trazas histori-
cas de procedimientos ampliamente utilizados por los alumnos,
como el de ensayo y ajuste. Esas estrategias, aunque no siempre
eficientes, permiten “controlar” la variacién de la funcion consi-
derada, aportando conocimientos diferentes de los que pueden
producirse al usar otras formas de resolucion. La ensefanza
deberia, entonces, considerar estos conocimientos como base
para la construccién de otros, socialmente reconocidos por la
comunidad matematica. ;Qué lugar podemos darle en la clase
a las estrategias mas personales, menos convencionales? ;Como
hacerlas evolucionar?

Otro aspecto que intentamos analizar es la ensefanza usual
de las ecuaciones en la escuela secundaria. Propusimos pensar
sobre la transicion entre la aritmética y el dlgebra, que es donde
se sitUa la ensefianza de este objeto matematico. También nos
preguntamos cuales son los conocimientos de la escuela pri-
maria que podrian funcionar como anclaje para el desarrollo de
practicas algebraicas. ;Podemos considerar que se hace algebra
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cuando se trabaja con numeros? ;Qué tipo de problemas alge-
braicos pueden vivir en la escuela primaria y retomarse o soste-
nerse en la escuela secundaria?

Planteamos también la idea de necesidad, es decir, ;podemos
esperar que nuestros alumnos usen ecuaciones cuando no las
necesitan, si pueden resolver los problemas que les planteamos
sin usarlas? ;Qué problemas llevan a la necesidad de usar letras?
{Cudles a resolver una ecuacién?

Sostenemos que la ensefanza de lo algebraico, de lo cual las
ecuaciones son solo una parte, abarca varios afos de escolaridad.
Esto se debe a la complejidad de la nocién, de la idea de variable
que involucra, los diferentes sentidos que adopta y las técnicas
de resolucién asociadas.

La tecnologia juega, para nosotros, un rol central. ;Cémo
incorporarla a la clase de matematica? ;Qué lugar tiene en el
aprendizaje de las ecuaciones? ;En qué problemas tiene sentido
incluirla?

Ademds de todas las preguntas que dejamos planteadas,
creemos que el desafio central es el de pensar en una ensefanza
de lo algebraico que abarque tanto los aspectos conceptuales asi
como el desarrollo de técnicas y sus sentidos.
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